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공부할 내용

ü 자연수의 정의

ü 자연수의 덧셈

ü 자연수의 곱셈

ü 자연수의 순서
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자연수의 정의

자연수의 정의

 이상의 정수는 다음과 같이 정의된다.

  ∅ ,

  ∪ ,

  ∪  ,

  ∪   ,

  ∪    ,

   ⋮

  ∪,

   ⋮

이러한 수 , , , , , ⋯를 모두 모은 집합을 로 나타낸다.

또한 의 원소 중에서 을 제외한 것을 모은 집합을 ℕ으로 나타내고 자연수 집합이라고 부른다.
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자연수의 정의

자연수의 정의

정의. 두 조건

∈  그리고  ∈ ⇒  ∈

를 모두 만족시키는 집합  중에서 가장 작은 것을 자연수 집합이라고 부르며 ℕ으로 나타낸다.

그리고 ℕ의 원소를 자연수라고 부른다.
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자연수의 정의

수학적 귀납법

자연수 집합의 성질을 증명할 때에는 다음과 같은 수학적 귀납법을 사용할 수 있다.

정리 1. 정의역이 자연수 집합인 명제함수 가 두 조건

  (ⅰ) 이 참이다,

  (ⅱ) 가 참일 때마다  도 참이 된다

를 모두 만족시키면, 모든 자연수 에 대하여 은 참이다.
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자연수의 정의

수학적 귀납법의 증명

명제함수 의 진리집합을 라고 하자. 즉 다음과 같이 정의하자.

  { ∈ℕ  은 참이다 }.

먼저 조건 (ⅰ)에 의하여 ∈이다. 또한 ∈라고 하면 조건 (ⅱ)에 의하여  ∈가 된다.

즉 집합 는 두 명제

∈   그리고  ∈ ⇒  ∈

가 참이 되도록 하는 집합이다. 이 두 명제를 참이 되도록 하는 집합 중 가장 작은 집합이 자연수 집합이

므로 ℕ⊆ 이다.

한편 의 모든 원소는 자연수 중에서 모은 것이므로  ⊆ ℕ이다. 따라서   ℕ이므로 모든 자연수 

에 대하여 은 참이다. □
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자연수의 덧셈

자연수의 덧셈의 정의

정의. 자연수 과 에 대하여 덧셈을 다음과 같이 정의한다.

  (ⅰ)    ∪,

  (ⅱ)      .
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자연수의 덧셈

예제 1. 다음을 증명하시오.

(1)    

(2)    

풀이.

(1)    ∪ ∪   .

(2)         ∪    ∪ 

        ∪

    ∪      . □
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자연수의 덧셈

자연수의 덧셈의 성질

정리 2. 덧셈은 다음과 같은 성질을 가지고 있다.

(1) 임의의 세 자연수 ,  , 에 대하여       이다. (덧셈의 결합법칙)

(2) 임의의 자연수 에 대하여     이다. ((3)을 위한 보조정리)

(3) 임의의 두 자연수 , 에 대하여   이다. (덧셈의 교환법칙)

(4) 세 자연수 ,  , 에 대하여    이면  이다. (덧셈의 소거법칙)
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자연수의 덧셈

(1) 임의의 세 자연수 ,  , 에 대하여       이다. (덧셈의 결합법칙)

증명. 과 이 임의의 자연수라고 하자. 먼저 덧셈의 정의에 의하여

      

이므로   일 때에는 참이다. 이제   일 때

      

가 성립한다고 가정하자. 그러면

           

        

이므로    일 때에도 참이다.

따라서 수학적 귀납법에 의하여 임의의 자연수 에 대하여 참이다. □
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자연수의 덧셈

(2) 임의의 자연수 에 대하여     이다. ((3)을 위한 보조정리)

증명. 먼저   일 때

       

이므로 참이다. 이제   일 때 참이라고 가정하자. 그러면

           

이므로    일 때에도 참이다.

따라서 수학적 귀납법에 의하여 임의의 자연수 에 대하여 참이다. □
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자연수의 덧셈

(3) 임의의 두 자연수 , 에 대하여   이다. (덧셈의 교환법칙)

증명. 이 임의의 자연수라고 하자. 먼저

  

이므로   일 때 참이다. 이제   일 때 참이라고 가정하자. 즉   이라고 가정하자. 

그러면

              

이므로    일 때에도 참이다

따라서 수학적 귀납법에 의하여 임의의 자연수 에 대하여 참이다. □
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자연수의 덧셈

(4) 세 자연수 ,  , 에 대하여    이면  이다. (덧셈의 소거법칙)

증명. 과 이 임의의 자연수라고 하자. 먼저    이라고 가정하자. 그러면

∪      ∪

이다. 즉 은 ∪의 원소이므로 ∈이거나  이다.

같은 방법으로 생각하면 은 ∪의 원소이므로 ∈이거나   이다.

만약 ∈이면 ∉이고 ≠이므로 ∈이 될 수 없다. 따라서  이다. □
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자연수의 곱셈

자연수의 곱셈의 정의

정의. 자연수 과 에 대하여 곱셈을 다음과 같이 정의한다.

  (ⅰ) ×    ,

  (ⅱ) ×    ×.

문자와 수 사이의 곱셈 기호, 문자와 문자 사이의 곱셈 기호는 생략한다.

따라서 위 정의는 다음과 같이 쓸 수 있다.

  (ⅰ)   

  (ⅱ)    
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자연수의 곱셈

예제 2. 다음을 증명하시오. (단, 덧셈의 증명 과정은 생략할 것.)

(1) ×   

(2) ×   

(3) ×   

(4) ×   

풀이.

(1) 자연수의 곱셈의 정의에 의하여 당연하다.

즉 곱셈의 정의 (ⅰ)에서   로 두면 ×   ×     이다.

(2) ×  ×   ×     .

(3) ×  ×   ×     .

(4) ×  ×   ×     . □
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자연수의 곱셈

자연수의 곱셈의 성질

정리 3. 곱셈은 다음과 같은 성질을 가지고 있다.

(1) 임의의 세 자연수 ,  , 에 대하여     이다. (우분배법칙)

(2) 임의의 자연수 에 대하여   이다. ((3)을 위한 보조정리)

(3) 임의의 세 자연수 ,  , 에 대하여   이다. (곱셈의 결합법칙)

(4) 임의의 자연수 , 에 대하여   이다. (곱셈의 교환법칙)

(5) 임의의 자연수 ,  , 에 대하여     이다. (좌분배법칙)
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자연수의 곱셈

(1) 임의의 세 자연수 ,  , 에 대하여     이다. (우분배법칙)

증명. 과 이 임의의 자연수라고 하자. 먼저

     

이므로   일 때 참이다. 이제   일 때 참이라고 가정하자.

즉     라고 가정하자. 그러면

       

      

      

       

이므로    일 때에도 참이다. □
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자연수의 곱셈

(2) 임의의 자연수 에 대하여   이다. ((3)을 위한 보조정리)

증명. 먼저   일 때   ×     이므로 참이다. 이제   일 때 참이라고 가정하자.

즉   라고 가정하자. 그러면

       

이므로    일 때에도 참이다. □
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자연수의 곱셈

(3) 임의의 세 자연수 ,  , 에 대하여   이다. (곱셈의 결합법칙)

증명. 과 가 임의의 자연수라고 하자. 먼저

    

이므로  일 때 참이다. 이제  일 때 참이라고 가정하자. 즉   라고 가정하자.

그러면

          

이므로   일 때에도 참이다.
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자연수의 곱셈

(4) 임의의 자연수 , 에 대하여   이다. (곱셈의 교환법칙)

증명. 이 임의의 자연수라고 하자. 그러면

    

이므로  일 때 참이다. 이제  일 때 참이라고 가정하자. 즉   라고 가정하자. 그러면

          

이므로   일 때에도 참이다. □
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자연수의 곱셈

(5) 임의의 자연수 ,  , 에 대하여     이다. (좌분배법칙)

증명. 앞에서 증명한 (1)과 (4)를 결합하면 (5)를 얻는다. □
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자연수의 순서

자연수의 순서관계의 정의

자연수는 크기를 비교할 수 있다. 즉 두 자연수 , 에 대하여

  또는      또는  

중 하나가 성립한다. 이 절에서는 자연수의 순서를 논리적으로 정의하고 그 성질을 살펴보자.

정의. 집합 에서 순서관계 와 ≤를 다음과 같이 정의한다.

(1) 의 원소 , 에 대하여 ∈일 때 ‘보다 이 크다’라고 말하고 

이것을  으로 나타낸다.

(2) 의 원소 , 에 대하여 ‘  또는   ’인 것을 ≤ 으로 나타낸다.
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자연수의 순서

예제 3. 다음을 증명하시오.

(1)   

(2)   

(3) 임의의 자연수 에 대하여   이다.

풀이.

(1)   ∅∈∅ 이므로   이다.

(2) ∈   이므로   이다.

(3) 먼저   이므로   일 때에는 참이다.   일 때   이라고 가정하면

∈ ⊆ ∪  

이므로    일 때에도   이다. □
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자연수의 순서

정리 4. 자연수 , 에 대하여 ∈이면 ⊆ 이다.

증명.   일 때는 참이다. 왜냐하면     ∅이므로 어떠한 자연수 에 대해서도 ∈이 될 

수 없다. 따라서 ∈ → ⊆ 의 가정이 모순이므로 결론에 상관없이 이 명제는 참이다.

이제   일 때 참이라고 가정하자. 그리고 ∈ 이라고 하자.

그러면 ∈∪이다. 따라서 

∈ 또는  

이다. 그런데 ∈이면 ⊆ 이다. 따라서 위 명제는

⊆  또는  

가 된다. 따라서 ⊆ ∪  이므로    일 때에도 참이다. □
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자연수의 순서

자연수의 순서관계의 성질

정리 5. 자연수의 순서관계는 다음과 같은 성질을 가진다.

(1) 자연수 ,  , 에 대하여  이고   이면  이다.

(2) 임의의 자연수 에 대하여  ≤ 이다.

(3) 자연수 , 에 대하여  이면,   이거나   이다.

(4) 임의의 자연수 , 에 대하여   또는   또는   이 성립한다.
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자연수의 순서

(1) 자연수 ,  , 에 대하여  이고   이면  이다.

증명.  이고   라고 가정하자.  이므로 ∈이다.

  이므로 ∈이고 정리 4에 의하여  ⊆ 가 된다. 즉 ∈⊆ 이므로 ∈이다.

따라서  이다. □
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자연수의 순서

(2) 임의의 자연수 에 대하여  ≤ 이다.

증명. 먼저  ≤ 이므로   일 때 참이다. 이제   일 때 참이라고 가정하자. 즉

   또는   

가 성립한다고 가정하자. 이것은 ∈ 또는   가 성립한다는 것을 의미한다.

그런데  ⊆  이므로 위 명제에 의하여 ∈ 이 성립한다. 즉    이다.

따라서    일 때에도 참이다. □
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자연수의 순서

(3) 자연수 , 에 대하여  이면,   이거나   이다.

증명. 먼저   일 때에는 참이다. 왜냐하면  인 자연수 이 존재하기 때문에

   →     ∨   

의 가정이 거짓이 되어, 결론에 상관없이 이 명제는 참이다.

이제   일 때 참이라고 가정하자. 즉

   ⇒     ∨   

가 성립한다고 가정하자. 이것은

∈ ⇒     ∨ ∈

으로 쓸 수 있다. (뒷장 계속)
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앞의 명제를 이용하면

∈  ⇒ ∈∪ ⇒ ∈ ∨  

⇒  ∈ ∨    ∨   (*)

를 얻는다. 한편

  ⇒   ∪ ∪    그리고  ∈   그리고   ⊆  

이므로 (*)은 다음과 같이 쓸 수 있다.

∈  ⇒ ⋯ ⇒  ∈  ∨     ∨    

이것은

   ⇒      ∨    

을 의미한다. 따라서    일 때에도 참이다. □
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자연수의 순서

(4) 임의의 자연수 , 에 대하여   또는   또는   이 성립한다.

증명. 이 임의로 주어진 자연수라고 하자. 먼저    또는  이 성립하므로   일 때에는 

참이다. 이제   일 때 참이라고 가정하자. 즉

    또는      또는    

중 하나가 성립한다고 가정하자. 그러면

 이면   ,

 이면   ,

  이면     또는    

이므로    또는    또는     중 하나가 성립한다. 

따라서    일 때에도 참이다. □
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공부한 내용

ü 자연수의 정의

ü 자연수의 덧셈

ü 자연수의 곱셈

ü 자연수의 순서


