
이 자료를 ‘수학 나라의 앨리스’ 외의 다른 사이트에서 공유하는 것을 금지합니다.

맛있는 해석학 4판 ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ 단원 마무리 문제 풀이1

개념 이해하기, 개념 응용하기, 실력 다지기 문제의 풀이입니다. 

문제의 성격과 수준에 따라서 힌트만 있는 것도 있고 완전한 풀

이가 있는 것도 있습니다. 독자의 개인적인 생각을 묻는 문제의 

풀이는 싣지 않았습니다. 각 문제의 풀이 방법은 이 해설에서 제

시하는 것뿐만 아니라 다른 방법이 존재할 수 있습니다.

4.1  (1) 참

(2) 거짓

(3) 거짓

4.2  (1) 거짓

(2) 참

(3) 참

4.3  점 가 의 정의역에 속하면서 동시에 정의역이 집적점인 

경우에는, 에서 가 연속일 필요충분조건은 에서 의 함숫값

과 극한값이 같은 것이 된다. 만약 가 가 연속이라는 조건이 

없다면 에서 의 함숫값과 극한값은 아무런 관계가 없다.

4.4  극한의 유일성을 보장할 수 없게 된다.

예를 들어 함수   ℤ → ℝ가   로 주어졌다고 하자. 

이제 에서 가 에 수렴함을 보일 것이다. 양수 이 임의로 

주어졌다고 하자.   라고 하면      를 만족시키는 

정의역의 점 는 존재하지 않으므로 조건문

      →    

은 참이다. [가정이 거짓이면 결론에 상관없이 조건문은 참이다. 

이러한 명제를 빈참명제라고 부른다.] 같은 방법으로 임의의 실

수 에 대하여, 에서 가 에 수렴함을 보일 수 있다.

4.5  극한의 유일성을 보장할 수 없게 된다.

예를 들어 함수     → ℝ가   로 주어졌다고 하

자. 이제  → ∞일 때  → 임을 보일 것이다. 양수 

이 임의로 주어졌다고 하자.   라고 하면   를 만족시키

는 정의역의 점 는 존재하지 않으므로 조건문

   →    

은 참이다. 같은 방법으로 임의의 실수 에 대하여,  → ∞

일 때  → 임을 보일 수 있다.

4.6  (1) 

(2) 

(3) 



(4) 

(5) ∞

(6) 

4.7  (1) 

∵ 이 아닌 임의의 에 대하여 sin


≤  이고

 


일 때 lim

→∞

sin


 이다.

(2) 

∵ 임의의 에 대하여 sin ≤  이고

   

 일 때 lim
→∞

sin   이다.

(3) ∞

∵    


일 때 lim

→∞



∞이다.

(4) 

∵ 임의의 에 대하여 ℚ ≥ 이고

  일 때 lim
→∞

ℚ 이다.

4.8  (1) 양수 이 임의로 주어졌다고 하자.   라고 하고

      임을 가정하면

             

이 성립한다.

(2) 양수 이 임의로 주어졌다고 하자.   min 라고 하

고

      임을 가정하면

     

    

  

≤

  
 


  

이 성립한다.

(3) 양수 이 임의로 주어졌다고 하자.   min


 

 이라

고 하고       임을 가정하면

      

  
≤

 
 


  

≤ 


×   


 ≤ 

이 성립한다.

(4) 양수 이 임의로 주어졌다고 하자.   min


 

 이라고 

하고       임을 가정하면

 

  
 

  ≤     ≤ 
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이 성립한다.

4.9  (1) 실수 가 임의로 주어졌다고 하자.    이

라고 하고      임을 가정하면





 




   ≥ 

가 성립한다.

(2) 실수 가 임의로 주어졌다고 하자.   min


 이라

고 하고     임을 가정하면


 


  


 





 ≤ 

가 성립한다.

(3) 실수 가 임의로 주어졌다고 하자.   min


 

 
라고 하고     임을 가정하면

sin


≥ 


 


   ≥ 

가 성립한다.

(4) 실수 가 임의로 주어졌다고 하자.

  min





 

 
라고 하고     임을 가정하면

cos


≥ 




 




   ≥ 

가 성립한다.

※ 참고로 가 충분히 작은 양수일 때 삼각함수의 테일러 전개

에 의하여 다음과 같은 부등식을 얻는다.

sin ≤  ,

sin ≥  



,

sin ≤  







,

sin ≥  











,

     ⋮

cos ≤  ,

cos ≥ 



cos ≤ 







cos ≥ 











     ⋮

4.10  (1) 양수 이 임의로 주어졌다고 하자.  


이라고 

하고   임을 가정하면




 




 

 


 

이 성립한다.

(2) 실수 가 임의로 주어졌다고 하자.   라고 

하고   임을 가정하면

 

 
    ≥   


  


  


   

가 성립한다.

(3) 양수 이 임의로 주어졌다고 하자.

  min 


 

이라고 하고   임을 가정하면

  

 
   

    

 
≤ 


≤ 


≤ 


 


≤ 

이 성립한다.

(4) 양수 이 임의로 주어졌다고 하자.

  max


 

이라고 하고   임을 가정하면




  

 ≤





≤ 

이 성립한다.

4.11  양수 이 임의로 주어졌다고 하자. 함수 가 에서 평등

연속이므로 양수 이 존재하여   , ∈ , ∈

일 때마다  이 성립한다. 함수 가 에서 평

등연속이므로 양수 가 존재하여  , ∈, ∈

일 때마다  을 만족시킨다. 이때 동일한 에 

대하여  , ∈, ∈일 때마다

 

이 성립하므로 함수  ∘는 에서 평등연속이다.

4.12  단조수렴 정리에 의하여 에서 의 우극한이 존재하고 

에서 의 좌극한이 존재한다. ≔ , ≔라고 

정의하면 는  에서 연속인 함수가 된다.

4.13  양수 이 임의로 주어졌다고 하자. 그리고   이라고 

하자.   임을 가정하면

 ≤     

이므로 는  에서 평등연속이다.

(다른 방법의 증명) 가  에서 연속이고  이 컴팩

트이므로 는  에서 평등연속이다.

4.14  결론에 반하여 실수 가 존재하여 가 에서 연속이라고 

가정하자.

(ⅰ) 가 유리수인 경우, 무리수의 조밀성에 의하여 에 수렴하

고 모든 항이 무리수인 수열 이 존재한다. 이때 수열 판정

법에 의하여

    lim
 →

  lim
→∞

 

이므로 모순이다.

(ⅱ) 가 무리수인 경우, 유리수의 조밀성에 의하여 에 수렴하

고 모든 항이 유리수인 수열 이 존재한다. 이때 수열 판정

법에 의하여

    lim
 →

  lim
→∞
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이므로 모순이다.

따라서 는 에서 연속이 아니다. 는 임의의 실수이므로 는 

어느 점에서도 연속이 아니다.

(다른 방법의 증명) 결론에 반하여 실수 가 존재하여 가 에

서 연속이라고 가정하자.   이라고 하고, 양수 가 임의로 주

어졌다고 하자.

(ⅰ) 가 유리수인 경우, 무리수의 조밀성에 의하여    

인 무리수 가 존재한다. 이때   이지만

      ≥ 

이므로 는 에서 연속이 아니다.

(ⅱ) 가 무리수인 경우, 유리수의 조밀성에 의하여    

인 유리수 가 존재한다. 이때   이지만

      ≥ 

이므로 는 에서 연속이 아니다.

따라서 는 에서 연속이 아니다. 는 임의의 실수이므로 는 

어느 점에서도 연속이 아니다.

4.15  결론에 반하여 가  에서 상수함수가 아니라고 가정

하자. 그러면  의 두 점 , 가 존재하여 ≠

가 성립한다. 이때 무리수의 조밀성에 의하여 과  사

이에 무리수 가 존재한다. 가  에서 연속이므로 중간값 

정리에 의하여   를 만족시키는 점 가 과  사이에 

존재한다. 그런데 는 무리수이고 ∈ 이므로 이것은 모

순이다. 따라서 는  에서 상수함수이다.

4.16  (1) 최대정수함수의 성질에 의하여 실수 에 대하여




 







 


≤ 



이므로




 lim

 →


 


≤ lim
 →



 





 


≤ lim

 →






 



이다. 따라서 조임 정리에 의하여 문제의 등식을 얻는다.

(2) 양수 이 임의로 주어졌다고 하자. 그리고   라고 하자. 

그러면     를 만족시키는 실수 에 대하여







 


 

이므로







 






     

을 얻는다.

4.17  (1) 평등연속이다.

(2)   에서 연속이 아니고, 그 외의 점에서는 연속이다.

(3) 정수인 점에서 연속이 아니고, 그 외의 점에서는 연속이다.

(4) 정수인 점에서 연속이 아니고, 그 외의 점에서는 연속이다.

4.18  가 임의로 주어진 실수라고 하자. 그러면 에 수렴하는 

유리수열 이 존재한다. 이때 연속함수의 성질과 수열 판정

법에 의하여

  lim
→∞

 lim
→∞

  

가 성립한다.

(다른 풀이)  문제 4.44-(2)에 의하여

ℝ  ℚ ⊆ℚ 

이므로 임의의 ∈ℝ에 대하여   이다.

4.19   의 원소 가 임의로 주어졌다고 하자. 그리고 수

열 을   ,    으로 정의하자. 그러면 임의의 

자연수 에 대하여  가 성립한다. 가 에서 연속이

고  → 이므로 수열 판정법에 의하여

  lim
→∞

  lim
→∞

 

이다. 즉  의 임의의 점 에 대하여   이므로 

는  에서 상수함수이다.

4.20     라고 하자. 그리고    라고 하자. 

그러면  ≥ ,  ≤ 이고 가 연속이므로 중간값 정리

에 의하여   인 점 가  에 존재한다. 이때  

   이므로   가 성립한다.

가 구간이 아닌 경우에는   인 점 가 존재하지 않을 

수도 있다. 예컨대    ∪ ,  라고 하면

  를 만족시키는 점 는 에 존재하지 않는다.

4.21  함수 가 에서 연속임을 보이자. 양수 이 임의로 주어

졌다고 하고   이라고 하자. 그리고    라고 가정하자. 

만약 가 유리수라면

        

이고 가 무리수라면

          

이다. 따라서 는 에서 연속이다.

이제 ≠이라고 하자. 그러면 에 수렴하는 유리수열 과 

에 수렴하는 무리수열 이 존재한다. 이때

lim
→∞

 ≠  lim
→∞



이므로 수열 판정법에 의하여 는 에서 연속이 아니다.

4.22  (1) 문제 2.16에 의하여 임의의 에 대하여

 

   

가 성립한다. 그런데 절댓값 함수는 연속이고 연속함수의 합성은 

연속이므로 도 연속이다.

(2) 임의의 에 대하여

 

    

가 성립한다. 그런데 절댓값 함수는 연속이고 연속함수의 합성은 

연속이므로 도 연속이다.

4.23  (1) 양수 이 임의로 주어졌다고 하자. 가 에서 연속
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이므로 양수 이 존재하여    , ∈, ∈일 때마다

   



이 성립한다. 가 에서 연속이므로 양수 가 존재하여 

   , ∈, ∈일 때마다

   



이 성립한다.

이제   min 라고 하자. 그리고    , ∈∪, 

∈∪라고 하자. 만약 와 가 모두 의 원소이거나, 와 

가 모두 의 원소이면

   


 

이 성립한다. 이제 ∈이고 ∈라고 하자. 과 가 구간이

므로 와  사이에 ∈∩가 존재한다. 이때    , 

   이므로

    

≤    

 


 


 

이 성립한다. 따라서 는 ∪에서 평등연속이다.

(2) 과 가 구간이라는 조건이 빠지면 는 ∪에서 평등연

속이 아닐 수도 있다. 예를 들어    ∪ ,    

이라고 하고 함수   ∪ → ℝ를

   if   
 if  ≥ 

이라고 하자. 그러면 는 과 에서 평등연속이지만 ∪에

서는 연속이 아니다.

(3) ∩ ≠∅이라는 조건이 빠지면 는 ∪에서 평등연속

이 아닐 수도 있다. 예를 들어     ,    이라고 하

고 함수   ∪ → ℝ를

   if   
 if  ≥ 

이라고 하자. 그러면 는 과 에서 평등연속이지만 ∪에

서는 연속이 아니다.

※ 이 문제에서 ‘구간’이라는 조건을 ‘닫힌집합’으로 바꾸면 어떻

게 될까? 그러면 가 과 에서 평등연속일지라도 ∪에서

는 평등연속이 아닐 수 있다. 예컨대

  
  

∞ 


  

 


,     ∈ℕ

이라고 하고,

   if ∈

 if ∈

라고 하면 는 과 에서 각각 평등연속이지만 ∪에서는 

평등연속이 아니다.

4.24    인 경우만 증명해도 충분하다. (만약   인 경

우는  라고 하고 에 대하여 생각하면 된다.) 그러

면   이다. 따라서

    

이다. 한편

lim
 → ∞

 ∞, lim
 → ∞

 ∞

이므로 양수 가 존재하여   이며 음수 가 존재하여 

  이다. 따라서 중간값 정리에 의하여 양수 ∈ 와 

음수 ∈ 이 존재하여   ,   을 만족시킨다.

4.25  결론에 반하여 이 양의 무한대로 발산하지 않는다고 

가정하자. 그러면 은 수렴하는 부분수열 를 가진다. 

는 모든 항이 자연수인 수열이므로 자연수에 수렴한다. 

의 극한을 라고 하자. 
는 의 부분수열이므

로 에 수렴한다. 이때

lim
→∞


 lim

→∞





  lim

→∞


 

이고 는 자연수이므로 는 무리수이다. 즉 는 무리수에 

수렴한다. 그러나 의 모든 항은 자연수이므로 무리수에 수

렴할 수 없다. 이것은 모순이다.

여기서 과 의 역할을 바꾸면  → ∞도 증명된다.

4.26  [⇒] 가 에서 연속이라고 하자. 그리고 이 모든 

항이 에 속하는 코시 수열이라고 하자. 은 코시 수열이므

로 수렴하고, 가 닫힌집합이므로 의 극한은 에 속한다. 

의 극한을 라고 하자. 는 에서 연속이므로 은 

에 수렴한다. 따라서 은 코시 수열이다.

[⇐] 모든 항이 에 속하는 임의의 코시 수열 에 대하여 

도 코시 수열이 된다고 하자. 이제 결론에 반하여 가 

의 점 에서 연속이 아니라고 가정하자. 그러면 양수 이 존

재하여 임의의 자연수 에 대하여 ∈가 존재하여

  


  그리고  ≥ 

을 만족시킨다. 이때 은 에 수렴하는 코시 수열이 된다. 

수열 을

   if  is even

 if  is odd

으로 정의하면 도 코시 수열이고 에 수렴한다. 가정에 의

하여 도 코시 수열이 된다. 그런데 임의의 자연수 에 

대하여 ≥ 이므로 이 코시 수열이라

는 데에 모순이다. 따라서 가 연속이 아닌 점 는 에 존재하

지 않는다.

4.27  다음 풀이에서 은 의 정의역의 원소라고 약속한다.

(1)  ∞, ∈ℝ인 경우

[⇒]  → ∞일 때  → 이라고 하자. 그리고 양의 무

한대로 발산하는 수열 이 임의로 주어졌다고 하자. 또한 양
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수 이 임의로 주어졌다고 하자. 그러면 실수 가 존재하여 

  일 때마다    이 성립한다. 한편  → ∞

이므로 자연수 이 존재하여   일 때마다   가 성립

한다. 즉   일 때마다  이 성립한다.

[⇐]  → ∞일 때  ↛ 이라고 하자. 그러면 양수 이 

존재하여 임의의 실수 에 대하여   인 가 존재하여 

  ≥ 을 만족시킨다. 여기서 는 임의의 실수이므로 

임의의 자연수로 바꾸어도 동일한 결론을 얻는다. 즉 임의의 자

연수 에 대하여   인 이 존재하여 ≥ 을 

만족시킨다. 여기서  → ∞이지만  ↛ 이다.

(2)  ∞,  ∞인 경우

[⇒]  → ∞일 때  → ∞라고 하자. 그리고 음의 무

한대로 발산하는 수열 이 임의로 주어졌다고 하자. 또한 실

수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면 실수 가 존재하여 

  일 때마다   가 성립한다. 한편  → ∞이므로 

자연수 이 존재하여   일 때마다   가 성립한다. 즉 

  일 때마다  가 성립하므로  → ∞이다.

[⇐]  → ∞일 때  ↛ ∞라고 하자. 그러면 실수 

가 존재하여 임의의 실수 에 대하여   인 가 존재하여 

 ≤ 를 만족시킨다. 여기서 는 임의의 실수이므로 임의

의 음의 정수로 바꾸어도 동일한 결론을 얻는다. 즉 임의의 자연

수 에 대하여  인 이 존재하여 ≤ 를 만족시

킨다. 여기서  → ∞이지만  ↛ ∞이다.

(3) ∈ℝ,  ∞인 경우

[⇒]  → 일 때  → ∞라고 하자. 그리고 에 수렴하

지만 각 항이 는 아닌 수열 이 임의로 주어졌다고 하자. 

실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면 양수 가 존재하여 

     일 때마다   가 성립한다.  → 이므로 

자연수 이 존재하여   일 때마다     가 성립

한다. 즉   일 때마다  가 성립하므로  →

∞이다.

[⇐]  → 일 때  ↛ ∞라고 하자. 그러면 실수 가 

존재하여 임의의 양수 에 대하여      인 가 존재하

여  ≤ 를 만족시킨다. 여기서 는 임의의 양수이므로, 임

의의 자연수 에 대하여     인 이 존재하여 

≤ 를 만족시킨다. 이때  → ,  ≠이지만 

↛ ∞이다.

(4) ∈ℝ, ∈ℝ,  → 인 경우

[⇒]  → 일 때  → 이라고 하자. 그리고 이 

에 수렴하고   인 임의의 수열이라고 하자. 양수 이 임의

로 주어졌다고 하자. 양수 가 존재하여     일 때마다 

  이 성립한다.  → ,   이므로 자연수 이 

존재하여   일 때마다     를 만족시킨다. 즉 

  일 때마다  이 성립한다.

[⇐]  → 일 때  ↛ 이라고 하자. 그러면 양수 이 

존재하여 임의의 양수 에 대하여     인 가 존재하

여  ≥ 을 만족시킨다. 여기서 는 임의의 양수이므

로, 임의의 자연수 에 대하여     인 이 존재

하여 ≥ 을 만족시킨다. 여기서  → ,   이

지만  ↛ 이다.

4.28  (1)  ∞,  ∞,  ∞인 경우

실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면

∃∈ℝ     →    

∃∈ℝ     →    

이다.   max 라고 하면   일 때마다

     ≥ ,

    ≥ 

이므로   → ∞,  → ∞이다.

(2)  ∞,  ∞, ∈ℝ인 경우

먼저  ≥ 인 경우를 증명하자.

실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면

∃∈ℝ     →    

∃∈ℝ     →   

이다.   min 라고 하면   일 때마다

     ≥  ≥ 

이므로   → ∞이다.

다시 실수 가 임의로 주어졌다고 하고 ≠이라고 하자.

∃∈ℝ     →  


 

∃∈ℝ     →    




이다.   min 라고 하면   일 때마다

  

 


  ≥  ≥ 

이므로  → ∞이다.

다음으로   인 경우를 증명하자.

실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면 

∃∈ℝ     →    




∃∈ℝ     →    




이다.   min 라고 하면   일 때마다

   


 


  

이므로   → ∞이다.

다시 실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면

∃∈ℝ     →  

 
∃∈ℝ     →    




이다.   min 라고 하면   일 때마다
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이므로

   ≤ 

이다. 따라서  → ∞이다.

(3) ∈ℝ,  ∞,  ∞인 경우

먼저  → 일 때   → ∞임을 증명하자. 실수 

가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면

∃          →   

∃          →   

이다.   min 라고 하면      일 때마다

    ≤ 

이므로   → ∞이다.

다음으로  → ∞임을 증명하자. 다시 실수 가 임

의로 주어졌다고 하자 그러면

∃          →   

∃          →   

이다.   min 라고 하면      일 때마다

     ≥  ≥ 

이므로  → ∞이다.

(4) ∈ℝ,  ∞, ∈ℝ인 경우

먼저  ≥ 인 경우를 증명하자.

실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면

∃∈ℝ        →     




∃∈ℝ        →    




이다.   min 라고 하면      일 때마다

     ≤ 

이므로   → ∞이다. 

다시 실수 가 임의로 주어졌다고 하고 ≠이라고 하자. 그

러면

∃∈ℝ        →  

 
∃∈ℝ        →    




이다.   min 라고 하면      일 때마다

 


⋅


    ≥

즉   이므로  → ∞이다.

다음으로   인 경우를 증명하자.

실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면

∃          →     




∃          →    




이다.   min 라고 하면      일 때마다

     ≤ 

이므로   → ∞이다. 

다시 실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면

∃          →  

 
∃          →    




이다.   min 라고 하면      일 때마다

   

 ⋅ 


 

이므로  → ∞이다.

4.29  (1)  ∞,  ∞인 경우

 → ∞일 때  → ∞라고 하자. 그리고 실수 가 임

의로 주어졌다고 하자. 그러면 실수 가 존재하여   일 때

마다   가 성립한다. 이때  ≥ 이므로 동일한 

실수 에 대하여   일 때마다   가 성립한다. 따라

서  → ∞일 때  → ∞이다.

(2)  ∞, ∈ℝ인 경우

만약  ∞이면 자명하게 정리의 결론을 얻는다. 따라서 

이 실수라고 하자.

결론에 반하여   이라고 하자. 그리고    라고 

하자. 그러면 은 양수이므로

∃∈ℝ     →    

∃∈ℝ     →    

이다.   min 라고 하면   일 때마다

       

이므로  ≤ 라는 조건에 모순이다. 따라서  ≤ 이

다.

(3) ∈ℝ,  ∞인 경우

 → 일 때  → ∞라고 하자. 그리고 실수 가 임의로 

주어졌다고 하자. 그러면 양수 가 존재하여      일 

때마다   가 성립한다. 이때  ≤ 이므로 동일한 

양수 에 대하여      일 때마다   가 성립한

다. 따라서  → 일 때  → ∞이다.

(4) ∈ℝ, ∈ℝ인 경우

 → 일 때  → 이라고 하자. 함수 가 의 근방에서 

유계이고  ≤ 이므로 는 의 근방에서 위로 유계

이다. 따라서  ≠∞이다.

만약  ∞이면 자명하게 정리의 결론을 얻는다. 따라서 이 

실수라고 하자.

결론에 반하여   이라고 하자. 그리고    라고 

하자. 그러면 은 양수이므로

∃          →    

∃          →    

이다.   min 라고 하면      일 때마다

       

이므로  ≤ 라는 조건에 모순이다. 따라서  ≤ 이
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다.

4.30  (1)   ,   이므로 단순불연속이다.

(2) 에서 의 좌상극한과 우상극한은 이고, 좌하극한과 우하

극한은 이므로 제 2 형태의 불연속이다.

(3) 에서 의 좌상극한과 우상극한은 이고, 좌하극한과 우하

극한은 이므로 제 2 형태의 불연속이다.

(4) 의 근방에서 가 유계가 아니므로 제 2 형태의 불연속이

다.

4.31  단조수렴 정리에 의하여 단조인 함수는 정의역의 임의의 

점에서 좌극한과 우극한을 가진다. (단, 그 점이 정의역의 좌집

적점이면서 우집적점일 때.) 따라서 단조함수는 제 2 형태의 불

연속점을 갖지 않는다.

4.32  에서 의 함숫값을 바꾸어 가 에서 연속이 된다는 

것은 에서 의 좌극한과 우극한이 존재하며 그 값이 일치한다

는 것을 의미한다. 따라서 는 에서 단순 불연속이다.

※ 참고로 가 에서 불연속이고 가 의 정의역의 좌집적점이

지만 우집적점은 아닐 때에는 에서 의 좌극한만 존재하면 

는 에서 단순불연속이다. 가 의 정의역의 우집적점이지만 

좌집적점은 아닐 때에도 마찬가지로 정의한다.

4.33  [(1)⇒(2)] 정리 4.3.23에서 증명하였다.

[(2)⇒(1)] 가 컴팩트가 아니라고 하자. 그러면 는 유계가 

아니거나 닫힌집합이 아니다.

가 유계가 아닌 경우  위에서 함수 를   으로 정

의하면 는 에서 연속이지만 평등연속이 아니다.

가 닫힌집합이 아닌 경우 ∈ ′∖가 존재한다. 이때  위

에서 함수 를    로 정의하면 는 에서 연속

이지만 평등연속이 아니다.

[(1)⇒(3)] 정리 4.3.15에서 증명하였다.

[(3)⇒(1)] 가 컴팩트가 아니라고 하자. 그러면 는 유계가 

아니거나 닫힌집합이 아니다.

가 유계가 아닌 경우  위에서 함수 를   으로 정

의하면 는 에서 연속이지만 최댓값을 갖지 않는다.

가 닫힌집합이 아닌 경우 ∈ ′∖가 존재한다. 이때  위

에서 함수 를    로 정의하면 는 에서 연속이

지만 최댓값을 갖지 않는다.

4.34  가 에서 양의 무한대로 발산한다고 가정하자. 그리고 

실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면 양수 가 존재하여 

     , ∈일 때마다   가 성립한다. 따라서 

      또는     일 때 모두   가 성립

한다. 즉 에서 의 좌극한과 우극한은 모두 양의 무한대로 발

산한다.

역으로 에서 의 좌극한과 우극한이 모두 양의 무한대로 발산

한다고 하자. 실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면

∃         →   

∃          →   

이다.   min 라고 하고      , ∈라고 하

자. 그러면      ≤  또는       ≤ 인데, 어

느 경우에건   가 성립한다. 따라서 에서 가 양의 무

한대로 발산한다.

4.35  양수 이 임의로 주어졌다고 하자. 가 평등연속이므로 

양수 가 존재하여    일 때마다    이 성

립한다. lim  이므로 자연수 이 존재하여   일 

때마다   가 성립한다. 따라서 동일한 자연수 에 

대하여   일 때마다  이 성립한다.

※ 참고로 가 평등연속이라는 조건을 연속이라는 조건으로 바

꾸면 이 명제는 참이 아니다. 예를 들어

  ,    


,   

이라고 하면 는 연속이고 lim  이지만

lim
→∞

 lim
→∞




  

이다.

4.36   → ∞일 때  → 라고 하자. 그리고

   

라고 하자. 그러면 함수 는  ∞에서 연속이고  → ∞

일 때  → 이다.

양수 이 임의로 주어졌다고 하자. 양수 가 존재하여   

일 때마다   이 성립한다. 또한 는  에서 

연속이므로 평등연속이다. 따라서 양수 가 존재하여

   , ∈ , ∈ 

일 때마다    이 성립한다.

이제  ∈  ∞이고    라고 하자.

만약 와 가 모두  에 속한다면 당연히

   


 

이 성립한다.

만약 와 가 모두  ∞에 속한다면

  ≤   


 


 

이 성립한다.

만약 앞의 두 가지 경우가 아니라면, 즉 는  에 속하

고 는  ∞에 속한다면

     

≤   

≤  

 


 


 


 

이 성립한다.
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따라서 는  ∞에서 평등연속이다.    이므로 

도  ∞에서 평등연속이다.

4.37  가 증가함수인 경우만 증명해도 충분하다. [가 감소함

수인 경우에는  라고 하고 에 대하여 증명하면 된다.] 결

론에 반하여 가  의 점 에서 연속이 아니라고 가정하자.

만약 가 에서 연속이 아니라면   이다. 이때 

    인 임의의 에 대하여   가 되는 

는 존재하지 않으므로 는 중간값 성질을 갖지 않는다. 이것은 

모순이다. 가 에서 연속이 아니라고 가정해도 동일한 결론을 

얻는다.

이제     라고 하자. 그러면

   또는   

이다.   인 경우     인 에 대하여 

  가 되는 는 존재하지 않으므로 는 중간값 성질을 

갖지 않는다.   인 경우     인 에 

대하여   가 되는 는 존재하지 않으므로 는 중간값 

성질을 갖지 않는다. 이것은 모순이다.

따라서 는  의 모든 점에서 연속이다.

4.38    이고 가 에서 연속이 아니라고 가정하자. 가 

단조증가하므로   이다.    라고 

하자. 가 연속이므로 양수 가 존재하여     인 임의

의 에 대하여     을 만족시킨다.  ≤

이므로      일 때    이다. 그

런데    이므로 에서 의 좌극한이 

라는 데에 모순이다. 따라서 는 에서 불연속일 수 없다.

에 대해서도 같은 방법으로 증명한다.

4.39  양의 무한대와 음의 무한대에서 가 에 수렴하므로, 양

수 가 존재하여   일 때마다   이 성립하며, 음수 

가 존재하여   일 때마다   이 성립한다. 는 

 에서 연속이므로  에서 유계이다.  에서 의 최

댓값을 이라고 하자. 그리고   max 이라고 하자. 

그러면 임의의 실수 에 대하여  ≤ 이므로 는 ℝ에서 

유계이다.

이제 가 ℝ에서 극댓값 또는 극솟값을 가짐을 증명하자. 만약 

가 ℝ에서 상수함수라면 는 당연히 극댓값과 극솟값을 가진

다. 이제 가 상수함수가 아니라고 가정하자. 그러면 ℝ에서 

의 상한이 양수이거나 하한이 음수이다. ℝ에서 의 상한이 양

수라고 하자. 는 양의 무한대와 음의 무한대에서 에 수렴하므

로 양수 가 존재하여   인 임의의 에 대하여

  


supℝ

가 성립한다. 다시 말하면 닫힌구간   밖의 임의의 점 

에 대하여

  


supℝ

가 성립한다. 는  에서 연속이므로  에서 최댓

값을 가진다. 가 ∈ 에서 최댓값을 갖는다고 하자. 그

러면 

 ≥ 


supℝ

이다. 그런데   밖의 임의의 점 에 대하여

  


supℝ

이므로  는 ℝ에서 의 최댓값이 된다. 최댓값은 극댓값이

다. ℝ에서 의 상한이 음수인 경우에도 같은 방법으로 ℝ에서 

가 최솟값을 가짐을 보일 수 있다.

4.40  가 증가함수이고 이 양의 무한대로 발산하는 수열

이며 의 정의역이 을 포함하고 이 에 수렴한다

고 하자. 가 증가함수이므로 임의의 에 대하여  ≤ 이

다.

양수 이 임의로 주어졌다고 하자. 그러면 양수 이 존재하여 

  일 때마다  이 성립한다.   이라고 

하자. 그러면

    

이 성립한다. 그런데 가 증가함수이므로   일 때마다

   ≤   

이 성립한다. 따라서  → ∞일 때  → 이다.

가 감소함수인 경우에도 같은 방법으로 동일한 결과를 얻는다.

4.41  [⇒] 함수 가 연속함수라고 하자. 그리고 가 열린구간

이라고 하자. 그러면 정리 4.3.4에 의하여 는 열린집합이

다.

[⇐] 함수 에 의하여 임의의 열린구간의 역상이 열린집합이 

된다고 하자. 그리고 가 열린집합이고   라고 하자. 

∈이면   인 가 에 존재한다. 는 열린집합이므

로 ∈ ⊆ 인 열린구간 가 존재한다. 가정에 의하여 

는 열린집합이고 ∈ ⊆   이므로 는 의 내

점이다. 는 의 임의의 점이므로 는 열린집합이다. 즉 에 

의한 임의의 열린집합의 역상이 열린집합이 된다. 따라서 정리 

4.3.4에 의하여 는 연속함수이다.

4.42      ∈ℤ ∈ℤ라고 하자. 먼저 가 ℝ에서 

조밀한 집합임을 보이자.   인 두 실수 , 가 주어졌다고 

하자.   인 정수 을 택하자. 그리고   인 가장 

작은 정수 를 택하자. 그러면  ≤ 이므로

         

가 성립한다. 이때 ∈이다. 즉 임의의 서로 다른 두 실수 

사이에는 반드시 의 원소가 존재한다.

다음으로 가 상수함수임을 증명하자. 실수 가 임의로 주어졌

다고 하자. 그러면 임의의 자연수 에 대하여     

을 만족시키는 점 이 에 존재한다. 이때 은 모든 항이 

에 속하고 에 수렴하는 수열이 된다. 그런데 임의의 에 대

하여  이므로
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  lim
→∞

 

이다. 여기서 는 임의의 실수이므로 는 상수함수이다.

4.43       이므로   이다. 또

한 실수 에 대하여

        

이므로 임의의 실수 에 대하여  이다.

  이라고 하자. 임의의 자연수 에 대하여


   

 
 ⋯

 
 





⋯

 
 

이므로


  


 

이다. 임의의 자연수 에 대하여


   





⋯

 
 

 
 ⋯

 
 

 
이므로


  

  




이다. (수학적 귀납법을 이용하면 논리적으로 증명된다.) 즉 임

의의 양의 유리수 에 대하여   이다. 한편

  

이므로 임의의 유리수 에 대하여   이 성립한다.

이제 무리수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면 에 수렴하는 

유리수열 이 존재한다. 가 연속이므로 수열판정법에 의하

여

  lim
→∞

 lim
→∞

   

이 성립한다. 따라서 임의의 실수 에 대하여

    

가 성립한다.

4.44  [(1)⇒(2)] 가 에서 연속이라고 하자. 그리고  ⊆ 

라고 하자. ∈라고 하면   인 ∈가 존재한다. 

양수 이 임의로 주어졌다고 하자. 그러면 는 연속이므로 

는 를 포함하는 열린집합이 된다. 따라서 양수 가 

존재하여   ⊆ 를 만족시킨다. 그런데 ∈이

므로 동일한 에 대하여  ∩≠∅이다. 여기서 

 ⊆ 이고  ∩ ≠∅이므로 ∩

 ≠∅이다. 그런데 은 임의의 양수이므로 ∈이다. 

요컨대 ∈인 임의의 에 대하여 ∈이므로 는 

의 부분집합이다.

[(2)⇒(3)] 닫힌집합 가 임의로 주어졌다고 하자. 그리고 

  라고 하자. 그러면   ⊆ 이다. 만

약 ∈이면

∈ ⊆⊆  

이므로 ∈  이다. 요컨대  ⊆ 이므로   , 즉 

는 닫힌집합이다.

[(3)⇒(1)] 를 열린집합이라고 하고   ℝ∖라고 하자. 그

러면 는 닫힌집합이다. 따라서 는 에서의 닫힌집합이 

된다. 그런데

  ℝ∖  ℝ∖  ∖

이고 ℝ∖가 열린집합이므로 는 열린집합이 된

다. 즉 에 의한 열린집합의 역상이 열린집합이므로 는 연속함

수이다.

4.45  실수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그리고 자연수 이 

임의로 주어졌다고 하자.     이므로

 
 



인 자연수 이 존재한다.    
을 만족시키는 가장 

작은 정수 를 택하자. 그러면

   
   



이다. 여기서    
이라고 하면 이항 정리에 의하여 

적당한 정수 , 가 존재하여    가 된다. 따라서 

∈이다. 이러한 방법으로 구성된 수열 은 에 수렴하

고 모든 항이 에 속한다. 가 연속함수이므로 수열 판정법에 

의하여

  lim
→∞

 lim
→∞

  

이 성립한다. 즉 는 상수함수이다. [이 문제를 42번 문제와 비

교해 보아라.]

4.46  가 증가함수인 경우만 증명해도 충분하다.

(1) 명백히 임의의 ∈ 에 대하여  ≤  ≤이

므로 는  에서 유계이다. 또한 단조수렴정리에 의하여 

는  의 임의의 점에서 좌극한과 우극한을 가진다. 따라서 

가  의 점 에서 불연속이라면     가 성립

한다. 이제 자연수 에 대하여

  ∈       

 
이라고 정의하자. 명백히 은 유한집합이다. 왜냐하면, 만약 

이 무한집합이라면 는 유계가 아닌 함수가 되기 때문이다. 

한편

  
  

∞



이라고 하면 는 유한집합의 가산 합집합이므로 가산집합이다. 

또한 는  에서 가 불연속인 모든 점을 포함한다. 만약 

가  또는 에서 불연속일지라도 가산집합에 유한 개의 원소

를 추가한 집합은 가산이므로  에서 가 불연속인 점들의 
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모임은 가산이다.

(2) 구간  에서 가 불연속인 점들의 모임을 이라고 

하자. 그러면 (1)에서와 같은 논법에 의하여 은 가산집합이다. 

여기서

  
∈ℤ



이라고 하면 는 ℝ에서 가 불연속인 모든 점을 포함하며 가

산집합이다.

4.47  가 유리수인 점에서 불연속임을 증명하자.

∈ 이 임의로 주어진 유리수라고 하자. 그러면    

이다.    이라고 하자. 그리고 양수 가 임의로 주어졌다

고 하자. 그러면 무리수의 조밀성에 의하여   인 무리수 

∈ 이 존재한다. 이때     ≥ 이므로 

는 에서 불연속이다.

다음으로 가 무리수인 점에서 연속임을 증명하자.

∈ 이 임의로 주어진 무리수라고 하자. 그리고 양수 이 

임의로 주어졌다고 하자.   ∈   ≥ 이라고 하

자. 그러면 명백히  ∉이다. 또한 는 유한집합이다. 왜냐하

면




≥ ,   

을 동시에 만족시키는 자연수 쌍  , 의 개수가 유한이기 때문

이다. 이제   ∅인 경우는   로 두고, ≠∅인 경우에는 

의 원소 중에서 에 가장 가까운 것을 택하여 그 원소와 와

의 거리를 라고 하자. 즉

  min   ∈

라고 하자. 그러면 는 양수이다. 이제    라고 가정하면 

 ∉이므로   이다. 즉

     

이다. 따라서 는 에서 연속이다.

[무리수인 점에서 연속이라는 명제의 다른 증명]

가  에서 임의로 주어진 무리수라고 하자. 이 에 

수렴하고 모든 항이  에 속하는 임의의 수열이라고 하자. 

의 항 중에서 무리수인 항 에 대해서는  이다. 

의 항 중에서 유리수인 것을 분모와 분자가 자연수인 기약

분수로 나타냈을 때 분모를 이라고 하자. 만약 이 무리

수라면   이라고 정의한다. 그러면 임의의 에 대하여

 ≤ ≤ 



이 성립한다. 그런데 이 무리수에 수렴하므로 문제 4.25에 

의하여 은 양의 무한대로 발산한다. 따라서 조임정리에 의

하여 lim   이다. 따라서 수열판정법에 의하여 

는 에서 연속이다.

4.48  [⇒] 먼저 에서 가 수렴한다고 가정하자. 그러면 임의

의 양수 에 대하여 양수 가 존재하여      일 때마

다

   



이 성립한다.

동일한 에 대하여     ,     일 때마다

≤   

이 성립한다. 즉 는 코시 조건을 만족시킨다.

[⇐] 양수 에 대하여 양수 가 존재하여    , 

    일 때마다  이 성립한다고 가

정하자.

이제 이 에 수렴하고  ≠이며 모든 항이 의 정의역

에 속하는 임의의 수열이라고 하자. 그러면 자연수 이 존재하

여   일 때마다   를 만족시킨다. 동일한 자연수 

에 대하여     일 때

    ,     

이므로

 

이 성립한다. 따라서 은 코시 수열이므로 수렴한다.

다음으로 의 극한이 수열 에 관계없이 유일함을 증

명하자.

이 에 수렴하고  ≠이며 모든 항이 의 정의역에 속

하는 임의의 수열이라고 하자. 또한 양수 이 다시 임의로 주어

졌다고 하자. 그러면 양수 가 존재하여

    ,     

일 때마다

 

이 성립한다. 여기서 자연수 이 존재하여   일 때마다 

  가 성립한다. 마찬가지로 자연수 가 존재하여 

  일 때마다   가 성립한다.   max 

라고 하고   이라고 하면   ,   이므로 

 이 성립한다. 즉 lim 이므

로 과 은 동일한 값에 수렴한다.

그러므로 수열 판정법에 의하여 는 에서 수렴한다.

4.49  [⇒] 양의 무한대에서 가 에 수렴한다고 하자. 그리

고 양수 이 임의로 주어졌다고 하자. 그러면 실수 가 존재하

여   일 때마다    를 만족시킨다. 동일한 실

수 에 대하여   ,   일 때마다 

≤ 

 


 


 

이 성립한다.

[⇐] 가 코시 조건을 만족시킨다고 하자. 그리고 이 양의 

무한대로 발산하며 모든 항이 의 정의역에 속하는 수열이라고 

하자. 그러면 가정에 의하여 은 코시 수열이고, 따라서 

수렴한다.
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이제 수열 에 관계없이 이 일정한 값에 수렴함을 

증명하자. 이 양의 무한대로 발산하며 모든 항이 의 정의

역에 속하는 수열이라고 하자. 그리고 양수 이 임의로 주어졌

다고 하자. 그러면 코시 조건을 만족시키는 실수 가 존재한다. 

그런데 과 이 모두 양의 무한대로 발산하므로 자연수 

이 존재하여   일 때마다   ,   가 성립한다. 

즉   일 때  이 성립한다. 이것은

lim
→∞

 

을 뜻하므로 과 은 동일한 값에 수렴한다. 이로

써 정리 4.4.6에 의하여  → ∞일 때 는 수렴한다.

4.50     이고     라고 하자. 무리수의 조밀성에 

의하여     인 무리수 이 존재한다. 을 에 수렴하고 

모든 항이 에 속하는 유리수열이라고 하자. [유리수의 조밀성에 

의하여 그러한 수열이 존재한다.] 그리고 을 분모와 분자가 

자연수인 기약분수로 나타냈을 때 분모를 이라고 하자. 그러

면 문제 4.25에 의하여 은 양의 무한대로 발산하므로

lim
 →

 ≥ lim
→∞

 lim
→∞

  ∞

이다. 즉 에서 의 상극한은 양의 무한대로 발산한다. 따라서 

는 구간 에서 위로 유계가 아니다.

4.51  (1) 양수 이 임의로 주어졌다고 하자.   라고 하자. 

   임을 가정하면

  ≤      

이므로 는 평등연속이다.

(2) ∈인 을 택하자. 그리고 자연수 에 대하여  

 이라고 정의한다. 명백히 임의의 자연수 에 대하여, 

 ∈ 이면 ∈ 이다. 이로써 수열 이 귀납적

으로 정의되었다. 한편 임의의 자연수 에 대하여

    ≤   

이 성립한다. 따라서 은 축약수열이므로 예제 3.6.4에 의하

여 수렴한다.

의 극한을 라고 하자. 양수 이 임의로 주어졌다고 하자. 

자연수 이 존재하여   일 때마다

  



이 성립한다. 따라서   일 때

 ≤     

    

≤    

이다. 여기서 은 임의의 양수이므로   이다.

이제 의 유일성을 보이자. ′∈이고 ′   ′이 성립한다

고 가정하자. 그러면

′    ′  ≤ ′ 

인데     이므로 ′   이다.

따라서   인 ∈는 유일하다.

4.52  [⇒] 가 구간인 경우 명백히  ∈이고     인 

임의의 , , 에 대하여 ∈가 성립한다.

[⇐]  ∈이고     인 임의의 , , 에 대하여 ∈

가 성립한다고 가정하자.

가 위로 유계가 아니고 아래로 유계가 아닌 경우를 증명하자. 

이때 임의의 실수 에 대하여     인  ∈가 존재한다. 

따라서 ∈이다. 즉 임의의 실수 에 대하여 ∈이므로 

  ℝ  ∞ ∞이다.

가 위로 유계이지만 아래로 유계가 아닌 경우를 증명하자. 

  sup 라고 하자.   인 임의의 실수 에 대하여 

    인  ∈가 존재한다. 따라서 문제의 조건에 의하여 

∈이다. 이것은 ∞  ⊆ 를 의미한다. 한편 보다 큰 모

든 실수는 의 원소가 아니다. 따라서 ∈라면   ∞ 가 

되고 ∉라면   ∞ 가 된다.

가 아래로 유계이지만 위로 유계가 아닌 경우는 위와 비슷한 

방법으로 증명된다.

가 유계라고 가정하자. 만약 가 공집합이라면 명백히 는 구간

이다. 가 공집합이 아니라고 하자. 그리고   inf  ,   sup

라고 하자. 그러면     인 임의의 실수 에 대하여 

       인  ∈가 존재한다. 따라서 ∈이다. 이

것은   ⊆ 를 의미한다. 한편 보다 작거나 보다 큰 임의

의 실수는 의 원소가 아니다. 따라서 , 가 의 원소인지의 

여부에 따라 는 왼쪽 끝점이 이고 오른쪽 끝점이 인 열린구

간, 닫힌구간 또는 반열린구간이 된다.

4.53  (1) [⇒] 가 연결집합이라고 하자. 결론에 반하여 적당

한  ∈와 적당한 ∈ 가 존재하여  ∉라고 가정

하자. 여기서   ∩∞ 와   ∩ ∞는 열린

집합이고 공집합이 아니며 서로소이다. 또한   ∪이므로 

는 분할되었다. 이것은 모순이므로 그러한 , , 는 존재하

지 않는다. 즉 는 구간이다. (문제 4.52 참조)

[⇐] 가 연결집합이 아니라고 가정하자. 그러면 공집합이 아

니고 서로소인 열린집합 , 가 존재하여

 ⊆ ∪ , ∩≠∅, ∩ ≠∅

이다. 일반성을 잃지 않고 ∈∩, ∈ ∩,   라고 하

자. ∩∩ 의 상한을 라고 하면 ∈∩이다. 따라

서  ∉ ∩이므로  ≤   이다. 만약  ∉∩이면 

    이므로  ∉이다. 만약 ∈∩이면  ∉∩이

므로     이고  ∉ ∩인 이 존재한다. 따라서 

    이고  ∉이다. 이것은 가 구간이 아님을 의미한

다.

(2) 는 연결집합지만 는 연결집합이 아니라고 가정하자. 

그러면 서로소이고 공집합이 아닌 두 열린집합 , 가 존재하

여

 ⊆ ∪ , ∩≠∅, ∩ ≠∅

이다.   ∩ ,   ∩라고 하면   ∪
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이다. 는 연결집합이고 , 는 서로소이고 에서 열린집합이

므로 와  중 하나는 공집합이다.  ⊆ 이므로  ⊆

이다. 그런데 가 연속이므로 는 닫힌집합이고 

⊆ 이다. 따라서  ⊆ 이다.   이고 

∩  ∅이므로 ∩  ∅이다. 마찬가지로 ∩ ∅이

다. 따라서 ∪는 분할되었다. 이것은   ∪가 연결집합

이라는 데에 모순이다.

(3) 함수     →ℝ가 연속이고   라고 하자. 그

리고     라고 하자.  는 연결집합이므로 

 도 연결이다. 즉  는 구간이다. 또한

∈  , ∈ 

이므로 문제 4.52에 의하여 ∈ 이다. 따라서 

  인 ∈ 가 존재한다.

4.54  [⇒] 함수 가  에서 증가한다고 하자. 그리고 가 

연결집합이라고 하자. 만약 가 공집합이면 도 공집합이

므로 당연히 연결집합이다. 따라서 가 공집합이 아니라고 하

자. 의 왼쪽 끝점을 , 오른쪽 끝점을 라고 하면 는 

왼쪽 끝점이  , 오른쪽 끝점이 인 구간이 된다. 따

라서 는 연결집합이다.

가  에서 감소하는 경우에도 비슷한 방법으로 증명된다.

[⇐] 함수 가  에서 단조함수가 아니라고 가정하자. 그러

면  에 , , 이 존재하여

    이면서   

또는 

    이면서   

이 성립한다. 첫 번째 부등식이 성립하는 경우

max    

인 에 대하여    라고 하면 는 구간이므로 연결집

합이지만 는 연결집합이 아니다. 두 번째 부등식이 성립

하는 경우

   min 

인 에 대하여    라고 하면 는 구간이므로 연결집

합이지만 는 연결집합이 아니다.

4.55  먼저   이고 임의의 양수 에 대하여  ≥ 인 경

우를 증명하자. 양수 가 임의로 주어졌다고 하자. 그러면 자연

수 이 존재하여

   →     

를 만족시킨다. 이제 의 값이 충분히 크면 함수   의 

증가 속도가 일차함소   의 증가 속도보다 느리다는 것을 

보여야 한다. 이 사실을 논리적으로 보이는 것이 증명의 핵심이

다.

함수    는 닫힌구간  에서 연속이므로 이 

구간에서 최댓값을 가진다.    가 이 구간에서 최댓

값을 갖는 점을 이라고 하자. 그리고   이라고 하자. 

즉 임의의 ∈ 에 대하여 다음이 성립한다.

  ≤    

  이라고 하자. 그리고   ,    이라고 하자. 

즉 의 정수부분을 , 소수부분을 라고 하자. 그러면 다음이 

성립한다.

 

≤  

   ⋯

   

 

 

  

≤    

   

  

   .

즉   일 때

 ≤   

이다. 이 부등식은 의 값이 충분히 클 때   의 그래프

가 일차함수     의 그래프의 아래쪽에 있다는 것

을 뜻한다.   일 때 위 부등식의 양변을 로 나누면




≤

  

을 얻는다. 이 식의 양변에  → ∞인 극한을 취하면

lim
 →∞



≤ 

을 얻는다. 그런데  ≥ 이므로

lim
 →∞



 

을 얻는다.

다음으로   인 가 존재하는 경우를 증명하자. 

  라고 하면 는 연속함수이고 임의의 양수 에 대

하여  ≥ 이며

lim
 →∞

    

이므로 앞의 경우에 의하여

lim
 →∞



 

을 얻는다. 즉

lim
 →∞



  

이므로

lim
 →∞



 

을 얻는다.

끝으로  ≠인 경우를 증명하자.    라고 하면 

는 연속이고

lim
 → ∞

    

이므로

lim
 → ∞


 
 lim

 → ∞
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이다. 따라서

lim
 → ∞



 

가 성립한다.

4.56  결론에 반하여 가 불연속인 점의 개수가 유한이라고 하

자. 그리고 그 점들 중에서 보다 작은 것들을 작은 것부터 순

서대로 , , ⋯, 이라고 하고, 보다 큰 것들을 작은 것부

터 순서대로 , , ⋯, 이라고 하자.

  ∞   ,    이라고 하고  미만의 자연수 

에 대해서는       라고 하자. 또한      , 

   ∞이라고 하고  미만의 자연수 에 대해서는 

   이라고 하자. 각 와 는 연결집합이므로 

와 도 연결집합이다. 또한 각 와  위에서 는 일대일함

수이므로 단조이다. 따라서  또는 가 각각 원소로 가지고 있

는 끝점의 개수만큼 와 도 각각 끝점의 개수를 원소로 

가진다. 예컨대 가 반열린구간이면 도 반열린구간이며, 

가 열린구간이면 도 열린구간이다.

모든 와 의 합집합은 ℝ이므로 ℝ는  개의 구간

으로 나누어지며, 이들 구간들의 끝점의 개수는 ∞, , ∞를 

제외하고 이다.

모든 와 의 합집합은 의 치역인 ℝ와 같으므로 ℝ는 

 개의 구간으로 나누어지며, 이들 구간의 끝점의 개수

는 ∞, ∞를 제외하고  이다.

그런데 는 구간  또는 의 끝점들을 정확히  또는 

의 끝점에만 대응시키고, 이들은 겹치지 않으므로, 정의역 

ℝ를 나눈 구간들의 끝점들의 개수와 치역 ℝ를 나눈 구간들

의 끝점들의 개수는 일치해야 한다.

이것은 모순이므로 의 불연속점의 개수는 유한이 아니다.
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