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실수계의 성질

년 월 기초해석학 강의2017 1

Press [Ctrl]+[K], [P]
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학습목표

체 공리를 이용하여 실수의 연산 법칙을 증명할 수 있다.∙

순서 공리를 이용하여 부등호의 성질을 증명할 수 있다.∙

상한과 뜻과 성질을 예를 들어 설명할 수 있다.∙

실수계의 완비성 공리를 이용하여 유리수의 조밀성을 증명할 수 있다.∙
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내용 순서

무정의 용어와 공리∙

실수계의 체 공리∙

실수계의 순서 공리∙

상한과 하한∙

실수계의 완비성∙

실수계의 성질 단원은 약간 딱딱하고 지루할 수 있다‘ ’ .

그러나 이 장을 잘 넘기면 다음 단원부터는 재미있는 것들이 많이 나온다.

이어지는 단원은 극한 미분 적분 급수 함수열, , , , , (^^)/;…
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무정의 용어와 공리

무정의 용어 정의할 수 없지만 존재하는 개념:∙

공리 증명할 수 있지만 정당성을 인정하는 사실:∙
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실수계의 공리

실수계의 공리는 다음과 같이 세 가지로 나눌 수 있다.

체 공리 덧셈 곱셈과 관련된 공리: ,∙

순서 공리 부등호와 관련된 공리:∙

완비성 공리 극한을 자유롭게 다룰 수 있도록 하는 공리:∙

체 공리는※ ℝ에 대수적 구조를 부여한다.

순서 공리와 완비성 공리는※ ℝ에 위상적 구조를 부여한다.
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실수계의 체 공리 (Field Axiom)

실수 집합 ℝ에 덧셈이라고 불리는 이항연산 와 곱셈이라고 불리는

이항연산 ⋅이 주어져 있으며 이들은 다음을 만족시킨다, .

A1. ∀  ∈ℝ            

A2. ∀ ∈ℝ        

A3. ∃∈ℝ      

A4. ∀∈ℝ∃′∈ℝ    ′ 

M1. ∀  ∈ℝ  ⋅⋅  ⋅⋅

M2. ∀ ∈ℝ  ⋅  ⋅

M3. ∃∈ℝ∖ ∀∈ℝ  ⋅  

M4. ∀∈ℝ∖ ∃′∈ℝ  ⋅′  

D. ∀  ∈ℝ  ⋅    ⋅  ⋅
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체 공리와 관련된 정리

항등원의 유일성과 역원의 유일성(1)

(2)   

(3)    

(4)     

(5)     

(6) 


⋅
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실수계의 순서 공리 (Order Axiom)

실수 집합 ℝ에 관계 가 주어져 있으며 이 관계는 다음 네 개의 법칙을,

만족시킨다.

O1. ∀ ∈ℝ      ∨    ∨   

∧ ∼    ∧    ∨    ∧    ∨    ∧    

O2. ∀  ∈ℝ     ∧    →   

O3. ∀  ∈ℝ     →       

O4. ∀  ∈ℝ     ∧    →   
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순서 공리와 관련된 정의

∙    ∨   를 간단히  ≤ 로 나타낸다.

∙    ⇐⇒   ,  ≤  ⇐⇒  ≥ 

∙ 가 실수이고   이면 를 양의 실수 또는 양수라고 부른다.

∙ 가 실수이고   이면 를 음의 실수 또는 음수라고 부른다.
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순서 공리와 관련된 정리

(1)   

(2) ∀∈ℝ     ←→    

(3) ∀ ∈ℝ     ←→     

(4) ∀∈ℝ   ≠  ←→   

(5) ∀  ∈ℝ     ∧    →   

(6) ∀∈ℝ     ←→   

(7) ∀ ∈ℝ     ∧    ∧    →   

(8) ∀ ∈ℝ
     ←→   
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최댓값과 최솟값 정의( )

가 ℝ의 부분집합이고  과 이 의 원소라고 하자.

∙  이 의 최댓값이다 ⇐⇒ ∀∈   ≤ 

∙  이 의 최솟값이다 ⇐⇒ ∀∈   ≤ 
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최댓값과 최솟값의 예

최댓값 최솟값

(1)       

(2)     ⋯ 없음 

(3)   ∈ℝ   ≤    없음 

(4) 
 ∈ℕ  없음

(5)   ∩ℚ 없음 
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상계와 하계 정의( )

가 ℝ의 부분집합이고  과 이 실수라고 하자.

∙  이 의 상계이다 ⇐⇒ ∀∈   ≤ 

∙  이 의 하계이다 ⇐⇒ ∀∈   ≤ 

집합의 유계 정의( )

집합∙ 의 상계가 존재할 때 ‘는 위로 유계이다 라고 말한다’ .

집합∙ 의 하계가 존재할 때 ‘는 아래로 유계이다 라고 말한다’ .

집합∙ 가 위로 유계이면서 아래로 유계일 때 ‘는 유계이다 라고 말한다’ .
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유계인 집합의 예

위 아래

(1)      Y Y

(2)     ⋯ N Y

(3)   ∈ℝ   ≤    Y Y

(4) ℤ    ∈ℤ N N

(5)  ∞  ∩ℚ Y N



Invitation to Mathematical Analysis

B. J. Kim <designeralice@daum.net> http://aliceinmathland.com 15 / 21

상한과 하한 정의( )

가 ℝ의 부분집합이라고 하자.

∙ 의 상계 중 가장 작은 것을 의 상한이라고 부른다.

의 상한을 sup 또는 lub로 나타낸다.

∙ 의 하계 중 가장 큰 것을 의 하한이라고 부른다.

의 하한을 in f  또는 glb로 나타낸다.

sup∙ = supremum lub = least upper bound∙

inf∙ = infimum glb = greatest lower bound∙
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실수계의 완비성 공리 (Completeness Axiom)

다음 집합의 상한을 구해보자 단 무리수의 존재성은 아직 모른다. ( , .)

  ∈ℝ    

이 집합의 상한을 구하려면 ‘의 제곱근 의 존재성을 보장할 수 있어야 한다’ .

따라서 다음과 같은 공리가 필요하다.

실수 집합의 부분집합“  가 공집합이 아니고 위로 유계이면

 의 상한이 존재한다.”

따름정리 :

실수 집합의 부분집합“  가 공집합이 아니고 아래로 유계이면

 의 하한이 존재한다.”
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상한과 하한의 예

상한 하한

(1)       

(2)     ⋯  ∞ 

(3)   ∈ℝ   ≤     

(4) 
 ∈ℕ  

(5)   ∩ℚ  
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Warming Up

문제 1. 가 실수일 때 다음을 증명하여라.

∀        ⇐⇒   

문제 2. , 가 실수일 때 다음을 증명하여라.

 ≤  ⇐⇒ ∀        
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상한과 하한의 성질 정리( )

주어진 집합의 상한이 존재하면 그것은 유일하다 하한도 마찬가지(1) . ( .)

공집합이 아닌 유한집합은 항상 상한과 하한을 가진다(2) .

(3)  가 공집합이 아닌 집합이고 가  의 상계일 때

  sup ⇐⇒ ∀   ∃∈      .

(4)  가 공집합이 아닌 집합이고 가  의 하계일 때

  in f  ⇐⇒ ∀   ∃∈     .
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완비성과 관련된 정리

(1) ℕ은 위로 유계가 아니다.

(2) , 가 실수이고    이면   인 자연수 이 존재한다.

서로 다른 두 실수 사이에는 항상 유리수가 존재한다(3) .
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제곱근의 정의

 ≥ 일 때   sup∈ℝ    으로 정의한다.

�   sup∈ℝ    

숙제.   , ∈ℕ일 때   은 어떻게 정의할까?


