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일러두

 트는 미경  닌 망원경 니다  보  한 것  니라  보  한 것 니다  트. . 

는 해 학  처  공 하는 사람들에게 해 학 란 엇 지 개  개하고 공  향  내하  

한 것 니다 해 학  내용  빠짐없  담고 지는 한 개 과 간단한 만 담고 습니다. , . 

주  내용   지 과  후에 공 하게  내용에 한 간략한 개 니다 생략1 8 , 9 10 . 

   한 내용  고 싶  사람 맛 는 해 학『 』  참고하  랍니다.

 트는 해 학  처  공 하는 사람들  해  었지만 해 학  미 공 해본 사람  내용  , 

리하고 복습하는 용도  보 도 찮습니다.

 트가 해 학 공 에 첫 걸  내 는 사람들에게 많  도움   랍니다.

參考

라고  는 내용  드시 직  해 보  한다는 뜻 니다‘Prove!’ .∙ 

마   가 매겨진 내용  리∙ (theorem) 거  는 리  같  하게 여겨  할 내용

니다.

마   가 매겨진 내용   연습  도  여  니다.∙ 
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들어가

해 학이란 엇인가

해석학의� 의미0.1� . 해 학    상   함께 가지고 는 공간  질과 그러한 공간   

에   함  질  는 학  다  는 집합에 한 원  다  원 에 . 

시 는 규  미하 상  는 집합에 한 들  고 가 움  가늠하는 척도  미한다 러, . 

한 미에  해 학  학과 상 학  간 지 에 여 다고 볼  그 에 학에  , 

단  한  차지한다.

 가 주어진 공간 합집합 집합 여집합   집합들  , , ∙ 

내  주어지지  공간∙ 

  상  가

 주어진 공간

값  주어진 실 계∙ 

내   주어진 공간∙ 

상  가 주어진 공간 거리함 가 주어진 거리공간∙ 

상  주어진 상공간∙ 

  사  거리가  평∙ 

미적분학과� 해석학의� 차이0.2� . 미 학  미 과  그 체가 연  상 지만 해 학에 는 미  , 

 도  하여 함  공간  질  연 한다 한 미 학에 는  개할  주  .    과 

    사용하는 에 비해 해 학에 는 상   함께 사용한다 .

해석학의�분야0.3� . 학  과 에  우는 해 학  해 학 다변 해 학 복 해 학 개  등    , , 

학  과 에 는 실해 학   내용 지 우는 곳도 다 해 학  십 가지   뉘는  , . 

그   가지  개하  다 과 같다.

∙ 기초해석학 해 학   내용 우리가  공 할 내용 : . ( )

∙ 다변수해석학 변 가 여러 개  함  질  연 하는  : .

실해 학 도  그 에  질  연 하는 : .∙ 

∙ 복소해석학 복 계  복 함  질  연 하는  : .

함 해 학 공간과 그 에  변 에 하여 연 하는 : .∙ 

∙ 미분기하학 다 체  질  연 하는 상 학 는 하학  에  가 다 : . ( .)

∙  진 해 학 - :  진 공간  질  연 하는 - .

해 학 연  상  근사 고리  연 하는 : .∙ 

해 학 상  리에 해  연 하는 함 해 학에 포함 다: . ( .)∙ 

비 해 학 실: ∙ (hyperreal) 집합에  해  연 하는  .

     ⋮



6
해 학이란 엇인가

해석학이� 인�이유0.4� ‘Analysis’ . 다   통해 라는  게  경  살펴보  ‘Analysis’ .

     한등비  합 공식에 하여 다  얻는다.

  


          ⋯ (1)

함       → ℝ  다 과 같  하 .

   


(2)

여  과  결합하(1) (2)

            ⋯

 얻는다  .   미 해보   용하. (2)

 ′  


  


  


(3)

다 한편  용하. (1)

 ′  


          ⋯

           ⋯

(4)

다 그러  과  통해 . (3) (4)       실  에 하여

  


           ⋯

 립한다고 할  한  마  한 차 다항식처럼 항별  미 해도 는 걸? ‘ ’ ?

학 들  함  가 거듭 곱

  
  

∞

 

  타낼   , 수렴하는� 값에�대해서는�항별로�미분과�적분을�할�수�있다는 것  냈다.

뉴 (Newton)  미 학과 하여 그   개하는 과 에  한 도 한 다항식과 거  마찬가

지  다룰  다는 것  견하 다  한 에 한 해 에는 동 한 내   고 한량  . 

학과 같   다는 다 라  한 는 함  근사  뿐만 니라 함  동등하다. 

고 간주하게 었다 뉴  신  에  다 과 같  말하 다. (1711).

항  개 가 한  식  용하여  해 곧  할  는 어 한 계산도  새 운 ( , )

 한 식   할  다 라  는  에 해. (analysis) 라는  는 것

에 런 망 도 없  것 다 냐하  것에 포함 어 는 리는 다  어  리에 비해 결  . 

실한 것  니고 한 식도 한 것  니  다 비  주 한   능 에 없, . 

는  짧  우리 간에게는 그러한 식  든 항  쓰거  하는  상상해  하게  , 

 없  결  내리   새 운   해‘… (analytic art) 에 한다고 할  다’ .

결  늘 과 같  미  해 (Analysis) 라는 말  뉴  본격  사용하  시 했다고 볼  다.
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해석적�함수의�뜻0.5� . 해 학  주  학습목 는 해  함  뜻과 질  고 그것  용하여 다  

한  해결하는 것 다 그러므  해  함  뜻  간단  짚고 어가. .

  실 열  다  는 차 가 한  다항식처럼 보 다, .


  

∞

                ⋯

러한  멱급수(power series) 는 거듭제곱급수라고 다 그리고 . 거듭제곱급수  타낼  는 함

 해석적�함수(analytic function)라고 다.

함  거듭 곱  타내  마  다항식  다루듯  미 과  할  게 다 해  함  개. 

과 그 질   해 학에  가  한 내용 다.

해석적�함수의�응용�0.5.1� 1. 역탄 트 함  미 하  다 과 같  다  .




tan  

  



한 한등비  공식  용하  다  얻는다.


  


             ⋯

라  역탄 트 함  도함 는 다 과 같  타낼  다.




tan               ⋯

변  다시 하  다  얻는다.




tan               ⋯ ,

tan     



 



 



 







⋯ .

그런  tan


  므   →    극한  생각하여  식에     하




   


 


 


 


 


 ⋯

과 같  원주  공식  얻는다  공식  . 공식Madhava-Leibniz� 라고 다.

해석적�함수의�응용�0.5.2� 2. 다   값  해보  .


  

∞






열린 간   에  함      → ℝ  다 과 같  하 .

  
  

∞



변    누  다  등식  얻는다.




 

  

∞
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변   하




   

  

∞

    
  

∞

  

고 한등비  공식  용하, 




  

  

∞

     


 

 얻는다 변  미 하. 




  


 ,

   


  

변  다시 미 한  ,     하     라는 사실    다 라. 


  

∞

     



고  식에 ,   


 하


  

∞







  

 






 

 얻는다.

두�가지�의문0.6� . 우리는 지   가지 등식  살펴보 다  .

  


 


 


 


 


 ⋯  


,


  

∞





 .

여  다 과 같   가지  생 다.

거듭 곱  항별  미⑴ ․  하고 에 값  해도 등식  립할 ?

만  거듭 곱  그 게 다룰  다  거듭 곱 가 닌 다  는 어 ?⑵ 

러한  해결하  해 는

 과 산에  질  하게  한다,⑴ 

미 과  질  하고 리   한다.⑵ 

한 그것  해 는 극한을� 논리적으로� 정의해야� 한다. 냐하  산 미   극한   , , , 

 다 다시 그것  해 는 . , 실수계를�논리적으로�정의해야�한다. 냐하  극한  리  

질  실 계  질에 하  다.
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초 해 학의 핵심 개 들

해 학  처  공 하다보  많   리들 에  향  고 헤맬  다 에는 다  다  . 

가지 개  핵심 개 라는 사실  생각하  공  향  는 에 도움  다.

실수계의�완비성1.� . 실 계에 는 극한  게 다룰  다  실 열 는 실함 가 하  그 극  . 

한  드시 실 집합 내에 재하게 다 것  실 계가 리 계  는 한 질 다. .

 개  상한과 하한 비  공리 시 열 단  리 볼차 어 트라  리: , , , , - .※ 

긴밀� 집합2.� . 가  보   립하는 질   질( )  항상 체에 도 립하는 것 역  질( )  

니다 그러  집합  특 한 건  만 시  그 집합 에   함  경우 가  보   . ‘ ’

립하는 질  체에 도 립한다  특 한 건  라고 다. ‘ ’ .

 개  열린집합과 닫 집합 볼차 어 트라  리 하 보  리 평등연: , - , - , .※ 

해석적�함수3.� . 다항함 는 함  에  단  단 한 함 다 냐하  다항함  미 하거  할   . 

에는 항별  미 하거  하   다 만  어 한 함  다항함  극한  한다  그. 

러한 함 는 마  거 한 다항함   차 가 한  다항함 처럼 다룰  다 그러한 함  해  함. 

라고 다.

 개  함 열  평등 평등 과 미   계 거듭 곱: , , .※ ․ 
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 1 

집합에 한 몇 가지 상식들

한정기호1.1� . 함      상 역   고 가   집합  , ‘  진리집합    포함한

다는  다 과 같  타낸다’ .1)

∀∈   (1)

한 ‘  진리집합과   집합  공집합  니다는  다 과 같  타낸다’ .

∃∈   (2)

‘∀  ’ 전칭기호, ‘∃  ’ 존재기호라고    통틀어 한정기호라고 다 가 가  늦  . 

우  포함  리식  타   전칭명제 재 가 가  늦  우  포함  리식, 

 타   존재명제라고  재  통틀어 , 한정명제라고 다.

자유변수와� 묶인변수1.2� . 함      상 역   고 ∈   리식 에  는   원  

 어느것 라도   므  자유변수(free variable) 다 그러   에  같  리식에  . (1) (2) 는 

상  값  택할  는 변 가 니므  묶인변수(bounded variable) 다.

건 에 도 변  찾   다  .   가  상 역    함     각각

에  는 변 지만 

∀∈   →   (3)

에  는 변 다.

변  변 는 학  여러 에  하게 찾 볼  다  들어 .   가     실 고 

가 닫 간  에   리만  가능한 실함   에  는 변 지만






 (4)

에  는 변 다 신  식에  변 는 . , ,  다.

변  변  하는  다 과 같다 만  하  식에  해당 변  타내는  . 

 재 식에 포함 지  다   꾸었   식  미  값  달라지지  변

고 그 지  변 다  들어  , . (1) ∀∈    꾸어도 미가 변하지 므  (1)

에  는 변 , (4)






 

 꾸어도 미가 변하지 므  에  (4) 는 변 다 그러  만  . (4)






 

 꾸  미가 달라지므  는 변 다.

하  변 가 하  리식 내에  변  동시에 변   지만  재에 는 다   , 

사용함  그러한 동  피하  한다.

1) 사실  가 니라 리식 는 계 리식 라고 러  맞다 하지만 여 는 직  근하여 라고 다 ‘ ’ ‘ ’ ‘ ’ . ‘ ’ .
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한정기호가�여러�개�사용된�경우1.3� .  가  개  변  가진 함 고 ∈ , ∈  

∃∈   

에  는 변 므   식  에 에 한 한  하   여

∀∈ ∃∈    (5)

 같  리식  만들  다.

 들어   가 실   등식 ‘    ’    타내  는(5)

∀∈ℝ ∃∈ℝ     (6)

가 다 실  . 가 주어질 마다 그보다   실  가 재하므   참 다 만    (6) . (6)

재   꾸어

∃∈ℝ ∀∈ℝ     (7)

 타내   거짓 다 냐하  하  실  (7) . 가 든 실  보다  는 없  다  같. 

 한   꾸  미가 달라진다.

상 역  같     재 가 연달  타  간단  타낼  다. 

∀∈ ∀∈     여  ∀ ∈    ,

∃∈ ∃∈     여  ∃ ∈   

타낸다 그러  . ∀∈ ∀∈     같  상 역  다  경우는 여  타내지 는다.

한정명제의�부정1.4� . 한   규  다 과 같다  .

∼ ∀∈    ⇐⇒   ∃∈  ∼ 

∼ ∃∈    ⇐⇒   ∀∈  ∼ 

 규  한 가 여러 개 사용  경우에도 같  용 다.

∼ ∀∈ ∀∈     ⇐⇒   ∃∈ ∃∈  ∼  

∼ ∀∈ ∃∈     ⇐⇒   ∃∈ ∀∈  ∼  

∼ ∃∈ ∀∈     ⇐⇒   ∀∈ ∃∈  ∼  

∼ ∃∈ ∃∈     ⇐⇒   ∀∈ ∀∈  ∼  

기호의� 잘못된� 사용1.5� .  ‘⇒ 는   사 에 들어가는  가 포함   가 ’ , 

니다  들어 다  가 니다. .2)

 ⇒  ⇒ ,

∀∈   ⇒ ,

 ⊆   ⇐⇒   ∈ ⇒ ∈.

2) 하지만 에 한 진  타  볼 는 다 ‘ ’ ‘ ’ .



12
1 장 집합에 한 몇 가지 상식들. 

동등관계와�분할1.6� .    가 집합    집합  카르테시안�곱

 ×      ∈ ∧ ∈

 한다 한 .  ×      타낸다  개 상  집합  시  곱도 마찬가지  한다. .

  가 집합    ×   집합  에서� 로� 가는� 관계라고 다.     경우 에    

가는 계  간단   위의�관계라고 다.

가   계    ∈     타낸다  들어 .        등  ≤는

≤            

  계 다  .  ∈ ≤  타내는 신  ≤   타낸다.

가 집합 고 가   계  다 과 같  한다 , .

∙ 가 반사적 라는 것  ∀∈     만 시 는 것 다.

∙ 가 대칭적 라는 것  ∀ ∈    ↔    만 시 는 것 다.

∙ 가 추이적 라는 것  ∀  ∈  :   ∧   →    만 시 는 것 다.

사 고   계  ∙ 동등관계(equivalent relation)라고 다.3)

가 집합 고 가   동등 계  ∈  , 에 한   동등류(equivalent class)  다 과 같  

한다.

∈   ∈

 동등   는  는   타낸다.   동등 계 에 한   든 원  동등  

 집합  에 한   몫집합 상집합(quotient set; ) 라고    타낸다. 

    ∈

다.

가 집합 고   집합들   가  건

∙   원 들  공집합  니고 마다 다,

∙   든 원  합집합  가 다

  만 시      분할(partition) 라고 다.

가 집합 고 가   동등 계  는   할  다 역  . 가 집합 고 가   할

 ,    원  , 에 하여

 ∈  ⇐⇒   ∃∈  ∈ ∧ ∈

 하  는   동등 계가 다 러한 동등 계   .   타낸다.

 동등 계는 항상 할  도하 할  항상 동등 계  도한다 욱  , . 가   동등 계 고 

가   할      고    다.

3)  주  동  역하지만  재에 는 본식  지 하고 동등  역한다 ‘equivalent’ ‘ ’ , ‘ ’ .
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함수1.7� .    가 집합     각 원    하  원 에 시 는 계      함

라고 다  . 가  건

∙  ⊆  ×  ,

∙ ∀∈ ∃∈   ∈ ,

∙ ∀∈ ∀∈ ∀∈   ∈ ∧  ∈ →   

  만 시킬        함수라고 고    →   타낸다  .     정의

역,     공역 라고 다 역과 공역  하여 동할 염 가 없   .    →     

타낸다 한 .  ∈      타낸다 만  역과 공역에 한 언  없  함  . [ ‘  라고 한다’

 에는   역과 공역  하지 거  언 할 필 가 없는 것  생각할  다.]

함  타낼 에는 항상 역 공역  집합 사  계가 하게 드러  한다  들어‘ ’, ‘ ’, ‘ ’ . 

     (8)

       (9)

는 함 가 니  함수식 다 그러  만  맥상 .   가 하는 집합  하다  편 상 과 는 (8) (9)

함  타낸다고 할  다 한편. 

함  ‘       미 하  ’… (10)

도 못  다 것  하게 꾸. 

‘         함    ℝ → ℝ  미 하  ’…

 다.

가     함 고     것     ↦   타낸다  .   에 한   함 값

라고 다 만   함   . 가 주어지지 고 단지     계만 주어 다   

함   ↦   타낸다 러한 에   다 과 같  꿀  다. (10) .

‘가 실   함   ↦       미 하  ’…

하지만 보통  편 상 하  식  주어지  그 식  식에 포함  변 들에 시킬  는 

값들   역  하는 함  것  여 다 컨  . 가 실         에 한 차

식  동시에       에 시 는 함  것  여 다.

연산1.8� .  실    ,   합   는      에 시 는 함  생각할  다 한 . 가 실

   는    에 시 는 함  생각할  다 처럼 . 가 집합  ,      

함  이항연산 라고 ,     함  일항연산 라고 다  연산  함  다. .

 가 집합        함  항연산 라고 다 집합  여집합 실  . , 

값 등  항연산 집합  합집합 집합  집합 실  실  곱  등  항연산 다 항연, , , , . 

산  변환 라고 리 도 한다.
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대응에�따른�함수의�구분1.9� .    가 집합 고 가     함   다 과 같  한다.

∙ 가 일대일함수 단사( )라는 것  ∀ ∈   ≠  → ≠   만 시 는 것 다.

∙ 가 위에로의�함수 사( )라는 것  ∀∈ ∃∈      만 시 는 것 다.

∙ 가 일대일대응 단사( ) 라는 것  가 함  동시에 에  함  것 다.

욱   ⊆  ,  ⊆    다 과 같  한다.

∙ 에 한   상 :   ∈  ∃∈    

∙ 에 한   역상 :      ∈  ∃∈    

    → 가 에  함 라는 것      것  미한다.

유한집합과�무한집합1.10� . 집합 에 는    상   다 과 같  한다 .

∙   ∅ ,

∙   ∪ ,

∙   ∪  ,

∙   ∪   ,

   ⋮

∙    ∪

  상  든 들     타내 ,  상  든 들   ℕ  타낸다.

 집합   에 하여     → 가 재할  ‘  는 대등하다고 말하고 ’  ≈   

타낸다  .   가 등하다는 것      원  개 가 같다는 것  미한다.

가 집합 라고 하 만  . ∃∈   ≈     유한집합 라고 다 한집합  닌 집합  . 무

한집합 라고 다 한 .   등한 집합  가부번집합 라고 한집합과 가 집합  통틀어 , 

가산집합 라고 다 가산집합  닌 집합  . 비가산집합 라고 다.

가 집합   다  는   동등하다. Prove!

㈀ 는 한집합 다.

㈁ 는 가  집합  포함한다.

㈂   등한   진 집합  재한다.

㈃    한 집합 에 하여 ∖ ≈  다.

다  한집합과 한집합에   가지 질 다. Prove!

( ) Ⅰ 가 한집합 고  ⊆   도 한집합 다.

( ) Ⅱ   가 한집합   × 도 한집합 다.

( ) Ⅲ   가 가산집합   × 도 가산집합 다.

( ) Ⅳ 가 한집합    거듭 곱집합 ℘ 도 한집합 다.

( ) Ⅴ    ∈ℕ  든 원 가 가산집합  
∈ℕ

 도 가산집합 다.
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집합의� 크기� 비교1.11� .  집합     에 하여 함     → 가 재하   ≼   타낸

다 만  .  ≼  지만  ≉    ≺   타낸다.

다  집합  에 한  가지 리 다.

( ) Ⅰ 거듭제곱집합의�크기 집합 .      든 함 들    라고 하   ≈ ℘  다. Prove!

( ) Ⅱ 칸토어의�정리.  가 집합 고 ℘  가   거듭 곱집합   ≺ ℘   다.

( ) Ⅲ 칸토어 베른슈타인의�정리- .    가 집합 고,  ≼    ≽    ≈  다.

상  사용하는  집합들  는 다 과 같다.

( ) Ⅳ 과 든 연 는 집합 에 는 한집합 다.

( ) Ⅴ ℕ, ℤ, ℚ는 가 집합 다. Prove!

( ) Ⅵ ℝ  ℂ는 비가산집합 , ℘ ℕ  ≈ ℝ 다.

( ) Ⅶ   가 실 고       ≈   ≈ ℝ 다. Prove!

순서집합1.12� .  가 집합 고 가   계

∀ ∈    ∧   →   

가 립할    반대칭적�관계라고 다 한 사 고   계  . 순서관계라고 

계가 주어진 집합  , 순서집합 라고 다 집합 . 에 계 ≤가 주어   ‘≤가 주

어진 집합   ’ 〈 ≤〉  타낸다.

〈 ≤〉가 집합 고   가   원 라고 하 만  .  ≤  는  ≤ 가 립하  ‘  는 비

교�가능하다고 말한다’ . 〈 ≤〉    원 가 비  가능할  , ∀ ∈   ≤  ∨  ≤ 

    선형순서집합 는 전순서집합 라고 다.

〈 ≤〉가 집합 고  ,     원 라고 하 만  . ∀∈   ≤   립하      

최대원소라고 고 max  타낸다 만  . ∀∈   ≤ 가 립하      최소원소라고 

고 min   타낸다.

〈 ≤〉가 집합 고  ⊆     가   원 라고 하 만  . ∀∈   ≤  →   가 

립하      극대원소라고 다 만  . ∀∈   ≤  →   가 립하      극소원소

라고 다.

〈 ≤〉가 집합 고  ⊆     가   원 라고 하 만  . ∀∈   ≤ 가 립하  

    상계라고 다 만  . ∀∈   ≤ 가 립하      하계라고 다 상계  갖는 집합. 

 위로�유계인�집합 라고 하계  갖는 집합  , 아래로�유계인�집합 라고 다 상계  가  . 

 것  최소상계 는 상한 라고 하계  가   것  , 최대하계 는 하한 라고 다.

〈 ≤〉가 집합 고   공집합 닌 든 집합  단 하  극 원  가지    정렬집합

라고 다.
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선택공리1.13� *  집합  

   ,     ,    ,     

 원  갖는 집합       가 주어 다고 하 .   각 원   에  원  하 만 

택하여 만든 집합  생각할  다  들어 . ∈ , ∈ , ∈ , ∈  택하여     

할  다 집합  . 가 한집합  경우에도  같  

‘  각 원 에  원  하  택하여 만든 집합  재한다’

는 것  보 할   는 처 에는   는 라고 생각 었지만  폴 헨  ? 1963

 가   없  하 다 라  우리는   . 선택공리라고 고 참   들

 한다.

다  택공리  동등한 들 다.

( )Ⅰ 하우스도르프의�극대�원리 집합 .  〈 ≤〉  든 집합들   에 계 ⊆가 

여  집합 〈 ⊆〉  극 원  가진다.

( )Ⅱ 조른의�보조정리 집합 .  〈 ≤〉  든 집합  상계  가지  는 극 원  가진다.

( )Ⅲ 제르멜로의� 정렬� 정리  집합 .  에 하여 〈 ≤〉가 집합  도  하는 계 

≤가 재한다.

집합 에 한 계  하여 가 집합  도  할   ‘는 정렬� 가능하다고 말한’

다  리에 하   집합   가능하다 그러   리는 집합   가능  보 할 뿐. . , 

실  그 집합에 어 한 계  여해  집합  는지에 한 보  주지는 는다  들어 . 

 리에 하여 실  체  집합 ℝ는  가능하지만 어 한 계가 , ℝ  집합  도  

하는지는  지 다.

연속체�가설1.14� * 집합  에 한 어  리에 하여 다  얻는다  .

ℚ ≺ ℝ ≺ ℘ ℝ  ≺ ℘ ℘ ℝ  ≺ ℘ ℘ ℘ ℝ  ≺ ⋯

그 다  ℚ ≺  ≺ ℝ  집합 가 재하는가 시  생각해보? 

 한집합 에 하여  ≺  ≺ ℘    집합 가 재하는가?

라는  생 다  지 많  학 들  그러한 집합 . 20 는 재하지  것 라고 하 는

러한  , 연속체� 가설 라고 다  쿠 트  연 체 가  집합   공리에 . 1938

 지 는다는 것  하  폴 헨  연 체 가  집합   공리  독립, 1963

 하 다  연 체 가  택 공리  마찬가지  그것  참  들 든 그것  하든  . 

 생하지 는다.
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 2 

실수계의 질

무정의�용어와�공리2.1� .  미 고 는 사실  통해 주어진 내용  참 지 는 거짓 지 별하  

는 것 다 라  어 한 내용  하  해 는 충  많  내용  고 어  한다 그런  그러한 . . 

내용들 한  통해 참   것 므  그것  해   다  내용들  참  해  한다. 

그리고 그것들  참  하  해 는  다  내용들  참  해  한다.

어 한 학  내용  하  해 주어진 내용  검 하다 보  결   상 할  없는 상태가 

다 는 리하게 계   시도하다 보   리   에 빠질 도 다. .

도 마찬가지 다 어 한 개  하  해 는 다  개  용해  하는 그러한 개 도 . , 

 것 므  그것들  하  해 는  다  개  용해  한다 게 계 하여  하다 보  . 

언 가는  상 할  없는 개  만 게 다.

컨  학에는 할  없지만 재하는 개  다 러한 개  . 무정의�용어라고 다 마찬가지. 

 학에는 할  없지만 당  해  하는 사실  다 러한 사실  . 공리라고 다.

집합에 가 주어   그 집합  계(system)라고 다 집합 . ℝ에 곱  계가 주어지고, , , 

 연산과 계에 하여 비 극한에 한 닫  질( )  가질  ℝ  실수계라고 다.

실 계  하는  여러 가지가 는  게  가지  생각할  다 하 는 집합  용하여 . 

연 계  하고 연 계  계 리 계 실 계 지 하는  다  하 는 공리, , , , 

 용하여 실 계  규 하는 공리  다.

실 계는 다 과 같   개  공리  규 다.

체 공리 : ∙ 〈ℝ  ⋅〉는 체(field) 다.

 공리 : ∙ 〈ℝ  ⋅ ≤〉는 체(ordered field) 다.

비  공리 : ∙ ℝ  집합  공집합  니고  계  것  상한  가진다.

실수계의�체�공리2.2� . 실  집합   ℝ에 라고 리는 항연산   곱 라고 리는 항연산 ⋅

 주어  들  다 과  개    만 시 다, .

A1. ∀  ∈ℝ             결합( )

A2. ∀ ∈ℝ          ( )

A3. ∃∈ℝ       에 한 항등원( )

A4. ∀∈ℝ ∃′∈ℝ    ′   에 한 역원( )

M1. ∀  ∈ℝ  ⋅⋅  ⋅⋅ 곱  결합( )

M2. ∀ ∈ℝ  ⋅  ⋅ 곱  ( )

M3. ∃∈ℝ∖ ∀∈ℝ  ⋅   곱 에 한 항등원( )

M4. ∀∈ℝ∖ ∃′∈ℝ  ⋅′   곱 에 한 역원( )

D. ∀  ∈ℝ  ⋅    ⋅  ⋅ ( )
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우리가  고 는 것처럼 실  곱 과 하여 다 과 같  한다, .

 실  곱 ∙ ⋅    타낸다.

∙   덧셈에�대한�항등원,   곱셈에�대한�항등원 라고 다.

∙   ′     ′    덧셈에�대한�역원 라고     타낸다.

∙ ′     ′    곱셈에�대한�역원 라고    는 


는   타낸다.

∙          타낸다. ⋅


 


는   타낸다.

체 공리  용하  지 지 당연하게 여겨  다 과 같  들  할  다. Prove!

실 계에  ( ) ⅰ   단 하 만 재한다.

실 계에  ( ) ⅱ   단 하 만 재한다.

( ) ⅲ 가 실    에 한 역원  단 하 만 재한다.

( ) ⅳ 가   닌 실    곱 에 한 역원  단 하 만 재한다.

( ) ⅴ 가 실    .

( ) ⅵ 가 실     .

( ) ⅶ , 가 실       .

( ) ⅷ 가 실      .

( ) ⅸ , 가   닌 실  


⋅


 


.

( ) ⅹ , 가   닌 실  


 




  
.

실수계의�순서� 공리2.3� . 실  집합   ℝ에 계 가 주어   계는 다   개   만, 

시 다.

O1. ∀ ∈ℝ      ∨    ∨   

                  ∧ ∼    ∧    ∨    ∧    ∨    ∧     삼 택( )

O2. ∀  ∈ℝ     ∧    →    ( )

O3. ∀  ∈ℝ     →        평행 동( )

O4. ∀  ∈ℝ     ∧    →    

우리가  고 는 것처럼 실   하여 다 과 같  한다.

∙    ∨     간단   ≤   타낸다.

∙    ⇐⇒   ,  ≤  ⇐⇒  ≥ 

∙ 가 실 고       양의�실수 는 양수라고 다.

∙ 가 실 고       음의�실수 는 음수라고 다.

∙ 가  집합     ∈    ,    ∈    ,    ∈   ≠ .



19
2 장 실수계의 질. 

 공리  용하  지 지 당연하게 여겨  다 과 같  들  할  다. Prove!

( ) ⅰ   

( ) ⅱ ∀∈ℝ     ←→    

( ) ⅲ ∀ ∈ℝ     ←→     

( ) ⅳ ∀∈ℝ   ≠  ←→   

( ) ⅴ ∀  ∈ℝ     ∧    →    

( ) ⅵ ∀∈ℝ∖     ←→   

( ) ⅶ ∀ ∈ℝ     ∧    ∧    →   

( ) ⅷ ∀ ∈ℝ     ←→   

절댓값2.4� . 실    에 하여 값     다 과 같  한다.

      i f  ≥ 

  i f   

하학    는 직 에    타내는  원  어진 거리  미한다.

,  , 가 실 고  ≠    다  립한다. Prove!

( ) ⅰ        

( ) ⅱ          

( ) ⅲ       

( ) ⅳ           

삼각   변   합  다  한 변  보다 다 것  값  포함한 식  타내  다. 

과 같다.

∀ ∈ℝ       ≤       

 등식  삼각부등식 라고 다.

상한과�하한2.5� .  가 ℝ  집합 고  ,     원 라고 하 만  . ∀∈   ≤   립

하      최대원소라고 고 max  타낸다 만  . ∀∈   ≤ 가 립하      

최소원소라고 고 min   타낸다.

가 ℝ  집합 고   가   원 라고 하 만  . ∀∈   ≤  →   가 립하    

  극대원소라고 다 만  . ∀∈   ≤  →   가 립하      극소원소라고 다.

가 ℝ  집합 고   가 실 라고 하 만  . ∀∈   ≤ 가 립하      상계라고 

다 만  . ∀∈   ≤ 가 립하      하계라고 다 상계  갖는 집합  . 위로� 유계인� 집

합 라고 하계  갖는 집합  , 아래로� 유계인� 집합 라고 다 상계  가   것  . 최소상계

는 상한 라고 하계  가   것  , 최대하계 는 하한 라고 다.

공집합  상한   ∞ 공집합  하한  ,  ∞  한다.
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가 ℝ  집합 고 가   하한  , 

  in f  는      glb

 타낸다 한 . 가   상한   

  sup 는      lub

 타낸다 한편 집합 .   함     → ℝ에 하여     

sup
∈

 sup ,  in f
∈

 in f 

 한다.

다  상계 하계 상한 하한과  질 다, .․ ․ Prove!

( ) Ⅰ ℝ  집합   실  에 하여 (가   상계 다)  ⇐⇒   ( 가    하계 다).

( ) Ⅱ ℝ  집합   실  에 하여 sup    ⇐⇒   in f     .

( ) Ⅲ ℝ  집합 가 공집합  니고  계  가   상계  ,

sup    ⇐⇒   ∀   ∃∈       ≤  .

( ) Ⅳ ℝ  집합 가 공집합  니고 래 계  가   하계  ,

in f     ⇐⇒   ∀   ∃∈       ≥  .

실수계의� 완비성2.6� . 체 공리   공리  만 시 는 계는 실 계만 는 것  니다 리 계도 체   . 

공리   공리  만 시 , ℚ ⊆  ⊆ ℝ  만 시 는  체 는 체 공리   공리  만 시

다 그러므  실 계  리 계  할  는 공리가  필 하다. .

다 과 같  집합  생각하 .

  ∈ℝ    

 집합  상한  엇 만  ?    곱근    재  보 다   집합  상한   라

고 할  다 그 다  과연 .  는 재할 것  체 공리   공리만 는 보 지 는다? . 

라  다  공리  도 한다.

완비성�공리 실  집합  집합 .  가 공집합  니고  계    상한  재한다.

비  공리에 하여 다  질들  다. Prove!

( ) Ⅰ ∅ ≠  ⊆ ℝ 고 가 래  계    하한  재한다.

( ) Ⅱ ∅ ≠  ⊆ ℝ 고 가 한집합  는 값과 값  가진다.

( ) Ⅲ ∅ ≠  ⊆ ℤ 고 가  계  는 값  가진다.

( ) Ⅳ 아르키메데스의�정리.  , 가 실 고         연    재한다.

( ) Ⅴ ℕ   계가 니다.

( ) Ⅵ 유리수�집합의�조밀성.  , 가 실 고           리  가 재한다.

( ) Ⅶ 무리수�집합의�조밀성.  , 가 실 고           리  가 재한다.
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자연수와�수학적�귀납법2.7� .  가 ℝ  집합 고  건

∙ ∈ ,

∙ ∈ ⇒  ∈

  만 시킬    귀납적�집합 라고 다 한 든 귀납  집합들  집합  . 자연수�집합 라

고 고 ℕ  타낸다. 정수�집합과 유리수�집합  각각 다 과 같  한다.

∙ ℤ   ℕ ∪∪ℕ

∙ ℚ  
  ∈ℤ ∧ ∈ℤ

리 가 닌 실  무리수라고 다.

어 한 가  연 에 하여 참  보  에는 다 과 같  수학적� 귀납법  사용할  다. 

 역  연  집합  함    ℕ → T F가  건

㈀   참 다,

㈁ 가 참 라고 가 하    도 참 다

  만 시  ℕ   T 다. Prove!

학  귀납  역  연  집합  함  할 에도 사용 다  . ℕ 에  함    할 

㈀   값  하고,

㈁ , , ⋯ ,   값  어 다고 가 하고  용하여     값  

하   연  에 하여 함 값   해진다 러한  하는 것  . 귀납적�정의4)라

고 다 귀납    는 지 가 연  거듭 곱 다 실  . . ,   연  에 하여 

자연수�지수를�가진�거듭제곱  다 과 같  한다.

  ,      ⋅

지수의�확장2.8� .    닌 실    연  에 하여 다 과 같  한다.

  ,     




리  지  하는 것   다 다 냐하  연  . 과  에 하여     만 시 는 

실  가 재한다는 것  보 해  하  다.

정리.      연  에 하여     만 시 는  가 하게 재한다.

 개 .    ∈ℝ       고   sup라고 하    가 립한다  리   . 

어 우    ,     고  시도해보  란다.

4) 재귀  는  라고 도 한다 ‘ ’ ‘ ’ .
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 다 과 같  한다.

 닌 실  ∙   연  에 하여     만 시 는 실      제곱근 라고 , 

   곱근 에   닌 것   는    타낸다.

 닌 실  ∙   연  , 에 하여      한다.

 ∙    연  에 하여     만 시 는 실      제곱근 라고 다.

 ∙    연   연  , 에 하여      한다.

실  ∙    리  에 하여        한다.

실  지  는 욱 다 다. 가 고 가 리   다 과 같  한다.

∙  ≥      sup   ≤  ∈ℚ.

∙    ≤           .

열린집합과� 닫힌집합2.9� . 집합   가 실  집합  집합 고 ∈라고 하 만  . ∈ ⊆   만

시 는 열린 간 가 재하      내점 라고 다.   내 들     내부라고  

  는 int  타낸다.   든 원 가   내     열린집합 라고 다.

집합 가 실  집합  집합 라고 하 .   ≔ℝ∖ 가 열린집합     닫힌집합 라고 다.

열린집합과 닫 집합  다 과 같  질  가진다. Prove!

( ) Ⅰ   ∈가 열린집합들   
∈

도 열린집합 다.

( ) Ⅱ       ⋯ 가 한 개  열린집합들   
  



도 열린집합 다.

( ) Ⅲ   ∈가 닫 집합들   
∈

도 닫 집합 다.

( ) Ⅳ       ⋯ 가 한 개  닫 집합들   
  



도 닫 집합 다.

실     에 하여 다 과 같  한다.

심  ∙  고 지    열린구 :  ≔ ∈ℝ      

심  ∙  고 지    닫힌구 :  ≔ ∈ℝ     ≤ 

심  ∙  고 지    구멍뚫린�열린구 : ′≔ ∈ℝ        

심  ∙  고 지    구멍뚫린�닫힌구 :  ′≔ ∈ℝ       ≤ 

열린  용하  내  할  다   . 가 집합   내 라는 것    ⊆      

재하는 것 다.

실  집합  집합   실  에 하여 다 과 같  한다.

만    ∙ 에 하여  ∩ ≠ ∅ 고  ∩ ≠ ∅      경계점 라고 

다.   경계 들     경계라고   는 bd  타낸다.

∙ 가   내 도 니고 경계 도 니      외점 라고 다.   들     외

부라고  ext  타낸다.
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다  실 계에  열린집합과 닫 집합에  여러 가지 다. Prove!

열린 간  열린집합  닫 간  닫 집합 다( ) .ⅰ

( ) ⅱ 가 실  한 집합 , 는 닫 집합 다.   경계는   내 는 공집합 다.

공집합  열린집합  동시에 닫 집합 다 공집합  내  경계는 공집합 다( ) . .ⅲ

실  집합 ( ) ⅳ ℝ는 열린집합  동시에 닫 집합 다. ℝ  내 는 ℝ 고 경계는 공집합 다.

간 ( ) ⅴ    열린집합도 니고 닫 집합도 니다 내 는 .   고 경계는   다.

 집합 ( ) ⅵ ℤ는 닫 집합 다 리  집합 . ℚ는 열린집합도 니고 닫 집합도 니다.

상대적� 열린집합과� 상대적� 닫힌집합2.10� . 체공간    ℝ가 닌 ℝ  집합  생각했  에도 열

린집합과 닫 집합  할  다.

집합  ⊆ ℝ    집합  , 가 주어 다고 하 만  체공간  .   한했   가 열린집합

    에서의� 상대적� 열린집합 라고 다 한 체공간  .   한했   가 닫 집합  

   에서의�상대적�닫힌집합 라고 다.

 들어 ℝ에  열린 간      열린집합  니다 그러  체공간  .      한하

 는 열린집합  다 냐하. 

   ∈      ⊆ 

     내   다 한 . ℝ에       닫 집합  니지만 체공간    

한하  는 닫 집합  다  어  집합  열린집합 는 닫 집합  는지  여 는 체공간  엇. 

 느냐에 라 달라질  다.

상  열린집합과 상  닫 집합  별하는   다 과 같  것  다.

가 에  상  열린집합   필 충 건  ℝ에  열린집합   재하여   ∩  

만 시 는 것 다 한 . 가 에  상  닫 집합   필 충 건  ℝ에  닫 집합   

재하여   ∩  만 시 는 것 다.

컨       ,       ℝ에  열린집합 고    ∩ 므     에  

열린집합 다.
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 3 

수열의 극한

수열의�정의3.1� . 역  연 집합과 동  함  열 라고 다  체  말하  . , 

   재하여   ∈ℤ   ≥    타낼  는 역  갖는 함  수열 라고 다. 

특  공역  실  열  실 열 공역  리  열  리 열 공역  리  열  리 열, , 

라고 다 각 . ∈에 하여    → ℝ  함 값    타내는 신   타낸다 한 . 

열    → ℝ  , 〈〉 는   ∈  같  타낸다.

두�점�사이의�거리3.2� . 직 에   실    ,   타내는  사  거리는      다.

만  , 가 ℝ  고    ,         사  거리는

        
    



 다 욱  . 가 연 고 , 가 ℝ  

    ⋯ ,     ⋯ 

    사  거리는

      



  



  


 다  값 .    다 과 같  질  가진다. Prove!

( ) ⅰ ∀∈ℝ       ←→   

( ) ⅱ ∀∈ℝ         

( ) ⅲ ∀ ∈ℝ       ≤       

여   ( )ⅲ 삼각부등식 라고 다.

수렴하는�수열의�극한의�정의3.3� .    실 열 고   실 라고 하 만. 

∀   ∃∈ℕ ∀∈ℕ     →    

 립하    에 수렴한다고 말하고     극한 는 극한값 라고 다.   에 

하는 것   →   타낸다.

열   극한  하다  . 과   실 고  →  ∧  →      다 그러므. 

 열   에 한다는 것  다 과 같  등  사용하여 타낸다.

lim
 → ∞
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수렴하는�수열의�성질3.4� . 하는 열  다 과 같  질  가진다  . Prove!

( ) Ⅰ   하는 열    계 다  . ∃∈ℝ ∀    .

( ) Ⅱ   에 하    열 도 에 한다.

열 , 에 하여 lim
 → ∞

   , lim
 → ∞

     다  립한다. Prove!

( ) Ⅲ     하고 lim
 → ∞

       .

( ) Ⅳ     하고 lim
 → ∞

       .

( ) Ⅴ    하고 lim
 → ∞

    .

( ) Ⅵ ∀   ≠  고  ≠       하고 lim
 → ∞




 


.

( ) Ⅶ 가 연     하고 lim
 → ∞

    .

수열의�극한을�증명하는�기술3.5� . 하는 열  극한  하는  여러 가지가 는 여 는   , 

그    가지  개한다.

부등식�이용하기3.5.1� . 열  극한  하는 가  본  다  .

( ) ⅰ   


  lim

 → ∞
    보여라.

( ) ⅱ lim
 → ∞





 
   하여라.

( ) ⅲ   

 
 주어진 열   


에 함  보여라.

( ) ⅳ    라고 하 .  → ∞   



→   하여라.

단조수렴정리3.5.2� . 단 가하는 열과 단 감 하는 열  통틀어   단조수열 라고 다 단  . 

계  실 열  항상 한다. Prove!  어 한 열  단 고 계  보  그 열  함  

하게 는 것 다.

( ) ⅰ   ,         주어진 열   함  보여라.

( ) ⅱ          극한  하여라.

( ) ⅲ        극한  하여라.

코시�수열3.5.3� . 실 열   에 하여

∀   ∃∈ℕ ∀ ∈ℕ      ∧    →     

 립하    코시� 수열 라고 다 실 계에  열  할 필 충 건  시 열  것. 

다. Prove! 라  극한값  지 못하는 상태에 도 열  시 열  보 만 하  함  다 .
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시 열  질  용하여 다  해보 .

실 열 ( ) ⅰ 에 하여       실  가 재하여  에 하여

       ≤     

 립하    함  보여라.

( ) ⅱ        lim
 → ∞


  



  함  보여라.

발산하는�수열3.6� . 열     하지  , ‘  발산한다라고 말한다 열 ’ .   에 

한다는 것  하  다 과 같다.

∃   ∀∈ℕ ∃∈ℕ     ∧   ≥ 

‘  어 한 값에도 하지 는다  하  다  보  다’ .

∀∈ℝ ∃   ∀∈ℕ ∃∈ℕ     ∧   ≥ 

열   산함  보 는  다 과 같  것들  다.

  용하여 산함  보 다( ) .Ⅰ

( ) Ⅱ   계가 님  보 다.

( ) Ⅲ   열   다  값에 하는 것  찾는다.

다 과 같   열   산함  해보 .

( ) ⅰ    

( ) ⅱ   

( ) ⅲ    

( ) ⅳ   sin 

실 열   산  다 과 같  한다.

∙ ∀∈ℝ ∃∈ℕ ∀∈ℕ     →      ‘  양의� 무한대로� 발산한다라고 말하’

고 lim
 → ∞

   ∞  타낸다.

∙ ∀∈ℝ ∃∈ℕ ∀∈ℕ     →      ‘  음의� 무한대로� 발산한다라고 말하’

고 lim
 → ∞

   ∞  타낸다.

∙ 산하지만  한  는  한  산하지 는 경우 ‘진동한다라고 말한다’ .

수열과�집합의�집적점3.7� .        실 열   산하지만 열 는 에 

하고 열 ,      에 한다 처럼 실 열 . 과 실  에 하여 열 가 

재하여 lim
 → ∞


   립하      집적점 라고 다.
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직      집 라는 것   주변에   항   많  몰 다는 것  미한다. 

달리 하    심  하는 리  원  그 도 그 원 에   항  한  많  들어간다.

러한 개  집합에도 용할  다. 가 실  집합  집합 고 가 실 라고 하 만. 

∀    ′∩ ≠ ∅

 립하      집적점 라고 다  집  열  집 과 집합  집   가지 개. 

 다.

볼차노 바이어슈트라스�정리3.8� - . 실  집합  집합   가 한집합 라고 하 만  . 가 계라  

 원 들  몰  는  어도 하  상 재할 것 다 냐하  원 들  몰  는  없고 계. 

 집합  한집합   것  다 라  다  리  얻는다. .

계  한집합  집  가진다. Prove!

열에 해 도 비슷한 리  얻는다.

계  실 열  집  가진다. Prove!

달리 말하  계  실 열  하는 열  가진다.

상극한과�하극한3.9� . 실 열     계  경우   집 들     생각할  다.   

계가 닌 경우에는   집  재할 도 고 그 지  도 지만 어 든  경우에도 

  집 들     생각할  다  .   상한    상극한 라고 ,   하한  

  하극한 라고 다.

실  가 열   상극한  것

lim
 → ∞

   는    limsup
 → ∞

  

 타낸다 한 실  . 가 열   하극한  것



lim
 → ∞

   는    limin f
 → ∞

  

 타낸다.

직    상극한 란   열  극한값  가   것  미하 ,   하극한 란 

  열  극한값  가   것  미한다.

다 과 같  주어진 열   상극한과 하극한  직  해보( ) .

( ) ⅰ     ( ) ⅱ    단  ( ,     )

( ) ⅲ      ( ) ⅳ   

( ) ⅴ    ( ) ⅵ    
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하는 열  극한  할      용한 것처럼 상극한도     할  다 . 

 열   계 고 가 실  , 가   상극한  필 충 건   건

㈀ ∀   ∃ ∈ℕ ∀∈ℕ     →       ,

㈁ ∀   ∀ ∈ℕ ∃∈ℕ     ∧      

  만 시 는 것 다 여   . ㈀   열  보다  값에 할  없다는 뜻  , ㈁

 상  값에 하는 열  재한다는 뜻 다 하극한에 해 도 마찬가지  생각할  다 . .

한 상극한과 하극한  다 과 같  할 도 다.

lim
 → ∞

  in f
∈ℕ

sup
 ≥ 

  lim
 → ∞

sup
 ≥ 

,



lim
 → ∞

  sup
∈ℕ

in f
 ≥ 

  lim
 → ∞

in f
 ≥ 

.

닫힌집합에서의� 극한3.10� .  집합 에 하여,   포함하는 닫 집합 에  가   것    폐포

는 닫개라고 다.   폐포    타낸다 집합 .   집 들   도집합 라고   ′

 타낸다 폐포  에 하여 다  립한다. . Prove!

( ) Ⅰ  ⊆ 

( ) Ⅱ 가 닫 집합 고  ⊆   ⊆  다.

( ) Ⅲ 가 닫 집합  필 충 건      것 다.

( ) Ⅳ    ∪ ′

( ) Ⅴ    ∪

 어 한 집합 가 닫 집합 라는 것  신  집   원  가지는 것  미한다 그런  열. 

 경우 집  그 에 하는 열  재한다는 것  미한다 열 .   든 항  닫 집

합 에 하    역  한집합 거  는 한집합 ,   역  한집합  경우 그 집

 에 한다.   역  집  곧   집 다 그러므  다 과 같  결  얻는다. .

  든 항  에 하고 가 닫 집합    하  그 극한값  에 한다.

 어 한 집합  닫 다는 것  그 집합 에  열  만들었   그 열  극한  그 집합에  어

지 못한다는 것  미한다.

긴밀집합3.11� * 함       → ℝ가   각  근 에  어 한 질  가지고 다고 해  가 

체에  그러한 질  가지고 다고 단 할  없다  들어 .       함     → ℝ가 

다 과 같  주어 다고 하 .

≔ 
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그러   ∈에 하여 가  에  계가 도  하는    재한다   . ∈에 

하여 는   근 에  계 다 그러  . 는 에  계가 니다  . 는 각 에   계

지만  체에 는 계가 니다 .

그러    특 에 라 는    → ℝ   질  역  질  하는 것  가능한 경우도 

다 집합  그러한  집합 다. .

집합   집합      ∈에 하여  ⊆ 
∈

가 립할      덮개라고 다.

만    든 원 가 열린집합      열린덮개라고 다 만  .   든 원 가 닫 집합  

    닫힌덮개라고 다.

집합      집합    개      는   부분덮개라고 다.     

개  한집합      유한부분덮개라고 다.

다  열린 개  개  다.

( )ⅰ 집합         ∈ℤ는 ℝ  열린 개 다  는 .   한 개  원 에 

해 만  에   원   하 라도 빠지  지 는  재하게 다 라. 

 는 진 개  갖지 는다.

( )ⅱ       집합      ∈ℕ     열린 개 다. 는    는 

개     ∈ℕ  가진다.

( )ⅲ 집합       ∈ℚ는 집합      열린 개 다. 는      는 

한 개            가진다.

집합   는  열린 개 가   는 한 개   가지    긴밀집합 라고 다. 

집합   용하여 다  해보 .

간 ( ) ⅳ    는 집합  니다.

실  집합  집합 ( ) ⅴ 가 한  가 집합 다.

하이네 보렐� 정리3.12� - * 집합   용하여 집합   별하고 하는 것  매우 편  

하다 다  리는 실  집합  집합  집합 지  게 별하는  공한다. .

실  집합  집합 가 집합  필 충 건  계 고 닫 집합  것 다.

 리  하이네 보렐�정리- 라고 다  리  용하여 다  해보. .

( ) ⅰ ℚ는 실 계에  집합  니다.

( ) ⅱ ℤ는 실 계에  집합  니다.

열린 간 ( ) ⅲ    실 계에  집합  니다.

공집합  집합 다( ) .ⅳ

 집합  합집합과 집합  집합 다( ) .ⅴ
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 4 

함수의 극한

수렴하는�함수의�극한4.1� .  ‘ →     →  다라는 함  극한  ’ 가 한  경우  가 

 한  는  한  경우  누어 생각한다.

가 ℝ  집합 고 함     → ℝ  실    주어  다고 하 .

∙ 만  가   집 고,

∀   ∃   ∀∈            →       

 립하  ‘에  는 에 수렴한다 는 ’ ‘ →     →  다라고 말하고’ ,   에  

  극한값 라고 다 것  는 . lim
 → 

    타낸다.

∙ 만  가  계가 니고,

∀   ∃∈ℝ ∀∈      →      

 립하  ‘는  한 에  에 수렴한다 는 ’ ‘ →  ∞    →  다라고 말하’

고,    한 에    극한값 라고 다 는 . lim
 →  ∞

    타낸다.

∙  →  ∞   극한  직  해보 .

함  극한   용하여 다  해보 .

( ) ⅰ        함  가 에  에 함  보여라.

( ) ⅱ  →       →   하여라.

( ) ⅲ lim
 →  ∞




   하여라.

( ) ⅳ  →  ∞     

  
→   보여라.

함수의�극한을�증명하는�기술4.2� . 하는 함  극한  하는  여러 가지가 는 여 는   , 

그    가지  개한다.

부등식�이용하기4.2.1� . 함  극한  하는 가  본  다  .

( ) ⅰ  →       →   보여라.

( ) ⅱ lim
 → 

 sin 


   하여라.

( ) ⅲ lim
 →  ∞



sin 
   하여라.

( ) ⅳ lim
 →  ∞





   하여라.
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수열� 판정법4.2.2� .  가 ℝ  집합 고 가   집    실 고    → ℝ가 함 라

고 하  다   는  동등하다. .

㈀ 가 에  에 한다.

㈁ 에 하고 ∀  ∈∖   열 에 하여   에 한다.

열  용하  다 과 같   게 할  다.

( ) Ⅰ  →     →  고  →     →    다. Prove!

( ) Ⅱ  →     →  고  →    →  다. Prove!

( ) Ⅲ   가 역    함 고, ∈′ ,   한 근 에   ≤   에    가 

하  lim
 → 

 ≤ lim
 → 

가 립한다. Prove!

열  함 가 산함  할 에도 사용한다.

( ) ⅰ ℚ는 하는  없  하여라.

( ) ⅱ  →    sin 


 산함  하여라.

생각하기. 열  용하여   lim
 →  ∞

  과 같  극한  어떻게 하는지 생각해보 .

그�외의�방법들4.2.3� . 에  개한   에 다 과 같  도 다  .

시 건 용하( ) .Ⅰ

단 리 용하( ) .Ⅱ

상극한과 하극한 용하( ) .Ⅲ

피탈  리 용하( ) .Ⅳ

연속함수4.3� .  가 ℝ  집합 고 ∈  함     → ℝ가 주어 다고 하 .

∀   ∃   ∀∈          →       

 립하  ‘는 에서� 연속 다라고 말한다’ .  ⊆  고   든 에  가 연   ‘는  에서�

연속 다라고 말한다 역  든 에  연  함  ’ . 연속함수라고 다.

연  다 과 같  다   할  다. Prove!

( ) Ⅰ    → ℝ가 ∈에  연  필 충 건  가   고립 거 , 가   집  경

우 가 에  에 하는 것 다.

( ) Ⅱ    → ℝ가 ∈에  연  필 충 건  든 항  에 하  에 하는  

열 에 하여 lim
 → ∞

 가 립하는 것 다.

( ) Ⅲ    → ℝ가 연 함  필 충 건   열린집합 에 하여    가 에  열

린집합  것 다.
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연속함수의�성질4.4� . 연 함 는 다 과 같  질  가진다  . Prove!

사 계산  연 함  결합하여 만든 함 는 역  든 에  연 다( ) .Ⅰ

( ) Ⅱ 가 에  연  는   근 에  계 다.

( ) Ⅲ    → ℝ가 연 함 고 가 집합  는 에  계 값과 값  가진다, .

연 함 는 간값 질  가진다( ) .Ⅳ

평등연속4.5� . 함       ∞ → ℝ가

  



 주어 다고 하 .    고     에는   에 하여

∀∈  ∞          →       

 참 다 그러  .    고     에는   에 하여  는 참  니다.    어  참  

다  .   변하지 도 가 변하  연   만 시  한   값  변한다.

그러  함 에 라 는 주어진 에 하여 가 해지 만 하    값  변해도 연  가 계  만

는 경우가 다  함  .    → ℝ가

∀   ∃   ∀ ∈          →       

 만 시  ‘는 에  평등연속 다라고 말한다 평등연  ’ . 균등연속 라고 도 한다.

평등연 과 하여 다  는 참 다. Prove!

평등연  함 는 연 함 다( ) .Ⅰ

집합 에  연  함 는 그 집합 에  평등연 다( ) .Ⅱ

( ) Ⅲ 가 계  집합 고 함  가  에  평등연  는 에  계 다.

함수의�여러� 가지� 극한4.6� . 함  극한   ‘ →   ㉠  → 다  는 과 에 라 여러 ’㉡ ㉠ ㉡

가지  눌  다   실  경우  한  경우  한  경우 실  극한  . , , , ㉠

경우 실  우극한  경우  눌   실  경우  한  경우  한  , , , , ㉡

경우  눌  다 것만 해도 가지가 다 여 에 만  상극한과 하극한 지 고 한다  경우  . 15 . 

는 훨  많 진다.

함     → ℝ  실  , 에 하여 다 과 같  극한  해보 . (  건도 함께 보 .)

( ) ⅰ lim
 → 

  ∞

( ) ⅱ lim
 →  ∞

  ∞

( ) ⅲ lim
 →  

  

( ) ⅳ lim
 →  

  ∞

( ) ⅴ 에    극한  진동한다.
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 5 

함수의 미분

해 학  미  단원  고등학  미 에  웠  내용과 가  비슷한 단원 다 여 는 고등학  과. 

에  다루지  내용 주  살펴보 .

미분계수와� 도함수5.1� .  가 ℝ  집합 고 ∈∩ ′ 라고 하 함  .    → ℝ가 에서� 미

분�가능하다는 것

lim
 → 


  

가 하는 것  미한다  극한  . 에    미분계수라고   ′ 는   타낸다 만. 

   들  가 미  가능한 들   라고 하

 ′   → ℝ,  ′   ↦  ′

는   ℝ  함 가 다  .  ′    도함수라고 다 한 함  미 계  하거  도. 

함  하는 것  ‘미분한다라고 말한다’ .

    미 한 함    계도함수라고 고     타낸다 편 상 .      한다.

 ⊆  고    → ℝ가  에    미  가능할  ‘는 에   급 다라고 말한다 만  ’ . 가 

 에    미  가능하고      에  연    ‘는 에   급 다라고 말한다’ . 에   

 함 들      타내 , 에     함 들      타낸다.

만  가  에    미  가능하   ‘는 에   ∞급 다 는 ’ ‘는  에   ∞ 다’

라고 말하 그러한 함 들   ,  ∞ 는  ∞   타낸다.

미분계수의�성질5.2� .  함     , 가 역  같고 에  미  가능하  ∈ℝ라고 하 그러  .    , 

 , 도 에  미  가능하고 다  립한다. Prove!

( ) Ⅰ   ′   ′  ′

( ) Ⅱ ′   ′

( ) Ⅲ ′   ′ ′

만  ≠   도 에  미  가능하고 다  립한다. Prove!

( ) Ⅳ ′ 

 ′  ′

만    가 에    미  가능하  다 과 같  라이프니츠의�법칙  립한다. Prove!

( ) Ⅴ     
  



C      
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연쇄법칙5.3� . 함       →      →  가 주어 다고 하 만  . 가 ∈에  미  가능하고 

    가 에  미  가능하   ∘ 는 에  미  가능하고  ∘ ′  ′ ′가 

립한다.

생각하기. 연쇄  하  해     ,   라고 고

 ∘ ′   


 


⋅


 ′⋅  ′   ′⋅ ′

라고 하  ?

평균값�정리5.4� . 함    가  에  미  가능하고  에  연    

    ′  

 만 시 는  가  에 재한다 지  별다  언  없는 한 간 . [       말할 

     것  하 .]

 리  게 할  는 리는 다 과 같  것들  다. Prove!

함  ( ) Ⅰ 가  에  미  가능하고  에  연   에    감   ′  에 

라 결 다.

함  ( ) Ⅱ 가  에  미  가능하고  에  연   ′ ≡   는  에  상 함 다.

함  ( ) Ⅲ   가  에  미  가능하고  에  연   ′ ≡ ′    는 상 차 다.

평균값 리는 등식  하는 에도 용 다.

  ( ) ⅰ 에 하여       보여라.

( ) ⅱ    ≤ ,  ≥       ≤   가 립함  보여라.

역함수�정리5.5� . 함    가  에    고 ∈     ′≠  라고 하 그러  .   열린

근  가 재하여 는 에   고 역함    가지  는 에    고

 ′  ′


 립한다.

도함수의�중간값�성질5.6� . 함    가 에  미  가능하  는 에  연 다 그러  .  ′  에  연

 닐 도 다  들어 함  .   ℝ → ℝ가

   sin i f  ≠ 

 i f   

 주어   는 ℝ에  미  가능하지만  ′  에  연  니다.

그러  가 미  가능한 경우  ′  항상 간값 질  가진다  질  . 다르보의�정리라고 다.
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테일러의�정리5.7� . 다항함 는 학에  다루는 실 함   가  다루  운 함 다 만  어 한 함  . 

가 주어   그 함 에 충  가 운 다항함  만들  다  원래  함  함 값  하는 신 

근사한 다항함  함 값  하  므 함  다항함  근사는 학에  한   하 다, .

러  리는 미  가능한 함  근사 다항함  만드는  공한다.

  연 고 , 가 실  는 실     고  ∈     라고 하 그러  .    

   , 에 하여   사   가 재하여 다  만 시 다.

   
  





 
  

  

    
  

  

여

   
  





 
  



 차�테일러�다항식 라고 다 러  리에 하. 

  ≤  

    
  

  
 립한다  등식  한   내에  러 다항식 .   원래  함  에 얼마  가 운지 가늠

할  도  해 다 컨  등식  용하여 다   해결할  다. , .

러  리  용하여 ( ) ⅰ       에

 

 



 만 시 는 다항식   하여라.

러  리  용하여 러 상  ( ) ⅱ   값   래 째 리 지 하여라.
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 6 

리만 분

리만�적분의�정의6.1� . 리만  마도 학  과   해 학에  다루는 개   하  개    

하  한 보  개  가  많  필 한 개  것 다 리만  할 상합과 하합 상 과 하. , , 

리만   한다, .

구간의�분할6.1.1� .       실  , 에 하여 간  가 주어 다고 하 .    한 집

합       원  갖는 것     분할 라고 다.    할   원 열  

타낼  보통 다 과 같  원    타낸다.

     ⋯ ,         ⋯   

직  할 란 닫 간   간들  쪼갠 것  타낸다  쪼개진  간  간 라. 

고 다  .  ≤  ≤   연  에 하여        성분구간 라고 다.

과 가    할 고  ⊆        세련분할 라고 다 직  할. 

란 원래  할보다  많   할  뜻한다.      할 고 ∪ ⊆      과 

  공통세련분할 라고 다.

상합과� 하합6.1.2.� . 함        → ℝ가  에  계 고      ⋯    

 할 라고 하  할 . 에 한   상합과 하합  각각 다 과 같  한다.

∙ 상합 :    


  
  



 단( ,   sup     ,      )

∙ 하합 :    


  
  



 단( ,   in f      ,      )

가 가    할 고  ⊆    과 에 한 함    상합과 하합  그림  타내

 다 과 같다.

할

 ,    ,  

 과   할    ≤  ≤  ≤    립한다 한  . 

할에 하여 하합( )≤ 상합 다( ) .
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상적분과�하적분6.1.3� . 함        → ℝ가  에  계      어 한 할 가 주어진

다 하 라도 상합  는 한 값보다 질  없  하합   는 한 값보다 커질  없

다   집합. 

     is a partition of   ,      is a partition of   

는  계 다 라   들 집합  하한과 상한  할  다  값  각각 상 하. . , 

라고 다.

∙  에    리만�상적분 : 







  in f       is a partition of   

∙  에    리만�하적분 : 








  sup      is a partition of   

간  에  다 과 같   함    상 과 하  해보 .

( ) ⅰ   

( ) ⅱ   

( ) ⅲ   ℚ

리만�적분6.1.4� . 간    에  함      → ℝ  상 과 하  같  도 고 다  도 

다 만  .  에  함    상 과 하  같  그 값   에    리만� 적분 라고 

고 다 과 같  타낸다.








여    피적분함수라고 고   적분변수라고 다.

리만 과  는  다 과 같   가지 태  귀결 다.

주어진 함 는 리만  가능한가( ) ?ⅰ

리만  가능한 함 라  그 값  어떻게 하는가( ) ?ⅱ

리만� 적분� 가능성을� 판별하는� 방법6.2� . 주어진 함  리만  가능  별하는  다 과 같    

것들  다.

리만   용하는 ( ) .Ⅰ

( ) Ⅱ 리만� 판정법 함   : 가  에  리만  가능할 필 충 건    에 하여 

   할 가 재하여          만 시 는 것 다. Prove!

( ) Ⅲ 르베그의�정리 함   : 가  에  리만  가능할 필 충 건     들  가 

연  들  집합  도가   것 다.

리만 과 동등한   용하는 ( ) .Ⅳ
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리만  가능 에 한 다   어보 .

함  ( ) ⅰ 가  에  단  는  에   가능함  보여라.

함  ( ) ⅱ 가  에  연  는  에   가능함  보여라.

리  집합  특 함  ( ) ⅲ ℚ는  에   가능함  보여라.

( ) ⅳ     ∈ℕ  ,

   i f ∈ 
 i f  ∉ 

  함      → ℝ는  에   가능함  보여라.

리만� 적분의� 기본� 성질6.3� .  함     , 가   에   가능하고 가 실      ,  , 

   에   가능하고 다  립한다. Prove!

( ) Ⅰ 




   




  






( ) Ⅱ 




  






한        고 함  가  에   가능하  는  ,  ,  에 도  가능하

고 다  립한다.

( ) Ⅲ 




  




  






만    가  에   가능하고  ∈  에 하여  ≤   다  립한다.

( ) Ⅳ 




 ≤ 






리만�적분의�값을�계산하는�방법6.4� . 리만  가능한 함  값  계산하는  다 과 같  것  

들  다  고등학  과 에  했  것들 다. ( .)

( ) Ⅰ 미적분의�기본정리 함   : 가  에  연 고 가   한  다  립한다.






   .

( ) Ⅱ 부분적분법  함   :  , 가  에  미  가능하고 ′ , ′   에   가능하  다  

립한다.






 ′  









 ′

( ) Ⅲ 변수변환 함   : 가  에  연  미  가능하고 가  에  연  다  

립한다.




 

  




′
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리만� 적분의� 다른� 정의들6.5� . 함    가  에  계 고     ⋯      할

라고 하 .   각 간     에   ∈      하  택하여 만든 한 열   

에 하여

    
  





   에 한   리만�합 라고 다  .     집 열 라고 다.

함  가  에  계 고 가 실 라고 하  다   건   동등하다. .

( ) Ⅰ 가  에   가능하고 그 값   다.

  ( ) Ⅱ 에 하여    할   재하여    할      

집 열 에 하여       립한다.

  ( ) Ⅲ 에 하여  가 재하여    할 가      만 시킬 마다   

 집 열 에 하여       립한다 단. ,  는   간   

 가   값  타낸다.

 같   용하  고등학생    한 것  타당함  할  다  . 

함  가  에  리만  가능하  다  립한다.






  lim
 → ∞


  

  





  


특이적분6.6� .  ∈ℝ, ∈ℝ 고     가  에   실함 라고 하 .

∙ 가  에  국소적으로� 적분� 가능하다는 것   ⊆     닫 간 에 하여 가 

에   가능하다는 것  미한다.

∙ 가  에  특  가능하다는 것  가  에    가능하고






  lim
→   lim

 →  







가 한값  재하는 것  미한다    .  에    특이적분 라고 다.

특  하는지 여  보 는  다 과 같  것들  다.

특   용한 ( ) .Ⅰ

특  비  ( ) .Ⅱ

특   ( ) .Ⅲ

특   ( ) .Ⅳ

들   미 학에  웠  것들 다.
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 7 

한 수

무한급수의�정의7.1� . 한  는 간단하다  .   실 열 고 첫째항     ≥    다

과 같  한다.


  

∞

  lim
 → ∞


  




 한 가 하는 경우 그 극한값  무한급수의�합 라고 다 한  값 라고 러  . [‘ ’

하지만 용  한  합 라고 다‘ ’ .]

한 에 하여 할 에는 보통  가지  다룬다.

주어진 한 는 하는가( ) ?ⅰ

주어진 한  합  얼마 가( ) ?ⅱ

한 가 하는지 여  할 에는 열  첫째항  어  시 하는지는 하지 다 냐하  . 

열  한 개  항  값  꾸어도  여 는 변하지  다 러한  에 한  . [

타낼  합  래첨  첨  생략하는 경우가 많다.]

재미 는 것  한  합  할 에도 열  첫째항  어  시 하는지는 게 하지는 다는 

것 다 냐하 처   개  항  값에 상 없 간에 라도 한  합  하는  . , , 

내고  처   개  항  값  에 계산하여 할   다.

무한급수의�수렴을�판정하는�방법7.2� . 해 학에  다루는 한 에 한  내용  미 학  

에  공 한 것과 게 다 지 다 단 여 는 한   하는 것 못지 게  체  . , 

하는 것도 하다.

일반항�판정법7.2.1� . 한      하    에 한다. Prove!

코시�판정법7.2.2� . 한      할 필 충 건    에 하여 연    재하

여  ≥     마다  
  



   립하는 것 다. Prove!

절대수렴�판정법7.2.3� . 하는 한 는 한다  . Prove!

양항급수의�유계�판정법7.2.4� . 항 가 할 필 충 건  합 열  계  것 다  . Prove!

양항급수의�비교�판정법7.2.5� .  향 열   , 에 하여  ≤   립하고   하  

도 한다. Prove!
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양항급수의�극한�비교�판정법7.2.6� .  향 열   , 에 하여 다  립한다. Prove!

( ) ⅰ lim
 → ∞

  ∞ 고   하  도 한다.

( ) ⅱ



lim
 → ∞

   고   하  도 한다.

양항급수의�적분�판정법7.2.7� . 함    가  ∞에   감 하는 실함 고     , 

  할 필 충 건  특  


∞

가 하는 것 다. Prove!

7.2.8�  급수�판정법- .  



 할 필 충 건      것 다. Prove!

양항급수의�응집�판정법7.2.9� .    감 하는 항 열  ,   할 필 충 건   

하는 것 다.

양항급수의�비�판정법7.2.10� .    든 항    다  립한다. Prove!

( ) ⅰ lim
 → ∞

        한다.

( ) ⅱ



lim
 → ∞

        산한다.

양항급수의�제곱근�판정법7.2.11� .    항 열 고  lim
 → ∞

    다  립한다. Prove!

( ) ⅰ       한다.

( ) ⅱ       산한다.

교대급수�판정법7.2.12� .   감 하는 항 열   


  

∞

    

 할 필 충 건    에 하는 것 다 특   차  한계 공식  다 과 같다. .

 
  

∞

      ≤   

여    첫째항  항 지  합  타낸다.

 에도 많  지만 학  과 에 는  도  충 하다 고 니 척 많  것 같  과  . , 

해하고   우지 도  억하게 는 당연한 리들 다.
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무한급수의�합7.3� . 하는 한  합  고  하는 것  연 러운 다 특  학  닌   . 

학  용 는 에 는 욱 그 다 여 는 간단한  가지 질  살펴보. .

두�무한급수의�합과�차7.3.1.� .  과   하는 한  다  립한다.

      ,       

두�무한급수의�곱7.3.2� .  한    
  

∞

 , 
  

∞

  하고   하  상  하  다  , 

립한다.


  

∞


  

∞

  
  

∞


  



   
 곱  한  코시�곱 라고 다.

무한급수의�재배열7.3.3� . 한      하   한  재 열해도 같  값에 한다. 

만  한    건 하   한  재 열하여 어  값에든 하도  할  다.

거듭제곱급수를�이용한�무한급수의�계산7.3.4� . 한    
  

∞

  값  하  해 함  

  
  

∞

 

 하고   간  한다 만  .   간  폐포가   원  가지  미 과 

 용하여   한 태  한    값  한다   당  실해  함 단원에. [ ‘ ’ 

 진다.]
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 8 

실해  함수

함수열의�뜻8.1� . 각 항  함  열  함 열 라고 다    . 가 실 집합  집합  든 항, 

 ℝ  열   에  실함수열 는 간단  함수열 라고 다 실 열과 마찬가지  함 열도 . 

과 같  타낸다.

함수열의�수렴8.2� .     에  함 열 라고 하 만   .  에   함  가 재하여 

 ∈에 하여

lim
 → ∞

   

 만 시  ‘은�  에� 수렴한다’라고 말한다  .     극한함수라고 다 함 열  . 

 한  타내  다 과 같다.

∀∈ ∀   ∃∈ℕ ∀∈ℕ      →     

  에 하는 것  다 과 같  타낸다.

 →  는    lim
 → ∞

  

함 에 해 도 마찬가지  한다.

 다   어보 단. ( , 는   극한함  타낸다.)

( ) ⅰ     cos     ℝ에    극한함  하여라.

( ) ⅱ ∈  에 하여    sin 라고 하  . 과   미  가능  비 하여라.

( ) ⅲ   ℕ  ℚ∩    열 라고 하 그리고 .  에

    i f ∈  ⋯ 
 otherwise

 었다고 하  . 과    가능  비 하여라.

( ) ⅳ ∈  에 하여    라고 하  .   도함    도함  비 하여라.

( ) ⅴ  에  함 열   다 과 같  어  ,   값과   값  비 하여라.

    i f     
 otherwise

  함 열  극한  미 과 하여 다 과 같   가지고 다는 사실    다.

( ) Ⅰ  →  고   연 라도 는 연  닐  다.

( ) Ⅱ  →  고   미  가능하 라도 는 미  가능할  다.

( ) Ⅲ  →  고    가능하 라도 는  가능할  다.

( ) Ⅳ  →  고 과 가   가능하 라도 lim
 → ∞






  ≠ 




   다.
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함수열의�평등수렴8.3� .     에  함 열 고 가  에  함 라고 하 만    . 

 에 하여 연    재하여    고 ∈  마다      립하  ‘  

에 평등수렴한다고 말한다 것  는 ’ .  ⇉  는  ⇒   타낸다 평등 과 하  . 

하여 에  한 함 열   8.2 ‘점별수렴 라고 도 한다’ .

함 열  평등  한  타내  다 과 같다.

∀   ∃∈ℕ ∀∈ℕ ∀∈      →     

에  함    상한노름  ‖  ‖  sup  ∈  하  함 열  평등  다 과 같  

할 도 다.

 ⇉   필 충 건  lim
 → ∞

‖  ‖
   것 다.

평등  다 과 같  한 질  가진다.

( ) Ⅰ   에   ⇉  고   연 함  도 연 함 다. Prove!

( ) Ⅱ   에   ⇉  고    가능하  도  에   가능하고 다  립한다.






  lim
 → ∞






 

( ) Ⅲ   에    미  가능하고    한 에    하  ′ ⇉  고 가 연

함 ,   미  가능한 함 에 평등 하   ′  가 립한다.

함  경우 합 열  함 열  생각하   리  마찬가지  용할  다.

 다   어보 .

( ) ⅰ  에            함 열   평등 함  보여라.

( ) ⅱ  에        함 열   평등 하지  보여라.

( ) ⅲ ℝ에  다 과 같   함    도함  하여라.

  
  

∞




sin 

함수급수의�평등수렴�판정법8.4� . 실 열  한 에 해  에 한 다 한  재하는 것처  

럼 함 열  한 에 해 도 평등 에 한 다 한  재한다.

항  ( ) : Ⅰ 에    평등 하   ⇉  다.

  ( ) : Ⅱ 에    평등 하  도 평등 한다.

( ) Ⅲ   - :   실 열 고  ∈  에 하여  ≤   립하  한

   하    에  평등 한다.

니  리 집합 에  연 함 열  연 함 에 단 하  그  평등 다( ) : .Ⅳ

  ( ) : Ⅴ 에  항단 함 열   에 평등 하      에  평등

한다.
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거듭제곱급수8.5� . 열   과 실  에 하여

     
  



  


라고 하  .   극한 lim
 → ∞

  심   고 계 가   거듭제곱급수라고 다.

거듭제곱급수의�수렴반경8.5.1� . 거듭 곱       
에 하여 집합

    
  

∞

   
 converges

  거듭 곱  수렴구간 라고 간  내   거듭 곱  , 수렴영역 라고 다. 

한

  sup    ∈ 

  거듭 곱  수렴반경 라고 다.

거듭 곱     경과 하여 다   가지 경우만 재한다.

㈀     경우 주어진 거듭 곱 는     에만 한다.

㈁   ∞  경우 주어진 거듭 곱 는  실  에 하여 한다.

㈂     ∞  경우 주어진 거듭 곱  간  다   하 다.

  ,   ,   ,   

거듭 곱      경   하는 공식  다 과 같  것들  다.

비  공식 ( ) : Ⅰ   lim
 → ∞

  

 
시 다마  공식 ( ) - : Ⅱ   lim → ∞

  
 

라  거듭 곱  간  하    경  한  간  에   여  직

 계산해  한다.

아벨의�정리와�거듭제곱급수의�미적분8.5.2� . 거듭 곱       간  에  하고   

     에  평등 한다   . 아벨의�정리라고 다.

 리에 하여 다 과 같  용한 결과  얻는다.

( ) Ⅰ     에  하        함  는  에  연 다.

거듭 곱  ( ) Ⅱ     에  하  





  

∞

   
  

∞






  .
거듭 곱  ( ) Ⅲ    경     고       

 
  

∞

   
  

∞




 .
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해석적�함수8.6� . 거듭 곱   함  미 하거  할 에는 항별  미 하거  하    

다 것  거듭 곱   함 는 차 가 한  거 한 다항함 처럼 다룰  다는 것  미한. 

다 라  함  거듭 곱  타낼  다  그러한 함 는 극한  미 과 하여 훨   . 

용하게 사용   다.

실함  가 열린집합 에  어 고 ∈라고 하  . 가 점� 에서�실해석적 라는 것  

 가 재하여 ∩에  가 심    거듭 곱  다는 것  미한다.

만  실함  가   든 에  실해  ‘는 에서� 실해석적이다라고 말한다 실해  함  ’ . 

간단  해  함 라고 다. 에  실해  함 들       타낸다.

함  가 에  해    심    거듭 곱

  
  

∞

  


 계 는

 

  

 하게 결 다 그러므  . 가 에  해

  
  

∞



  
  



 타 다  거듭 곱  심  .   테일러�급수라고 다 특  심  .   러  맥

클라린�급수라고 다.

해석적�함수의�조건8.6.1� .   ∞  함 가  해  함 가 는 것  니다  들어. 

  
 

i f  ≠ 

 i f   

  함    ℝ → ℝ는 ℝ에   ∞ 지만 에  해  니다. Prove!   ⊊ ∞ 다. 

그러므  어 한 함 가 해  함 가 는지 보는 것  필 하다.

( ) Ⅰ ∈ ∞  고    재하여  ∈    ∈ℕ에 하여    ≤    

만 시  는  에  해 다.

거듭 곱   함 는 역  든 에  해 다( ) .Ⅱ

( ) Ⅲ 베른슈타인의� 정리 : ∈ ∞  고  ∈    ∈ℕ에 하여     ≥   

립하  는  에  해 다.

해석적�함수의�유일성8.6.2� . 함    가 에  해 고 함  가 에  해 라고 하 만  .   

고   ⊆ ∩    에      ∩ 에    가 립한다.

 공집합  닌 열린집합 에   해  함 는 그 집합  하   함 가 

하게 결 다.
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여러�가지�함수의�해석적�정의8.7� . 지 함 삼각함  다 과 같  해  한다  , .

exp  
  

∞





,  sin   
  

∞

 

    

,  cos   
  

∞



  

게  함 들  미 학에  공 했  지 함  삼각함  질   가지게 다.

해석적� 함수의� 응용8.8� . 해  함 는 실해 학보다 복 해 학  함 해 학에   많  용 다  . 

해 학에  우는 실해  함 는 다  에  다루는 해  함  개  해하  한 라

고 할  다 여 는 간단한  살펴보. .

( ) ⅰ   
  

∞

       닫  태  하여라.

( ) ⅱ   
  

∞

 


  lim
 →  

  하여라.

( ) ⅲ 


tan   

  


 용하여 등식 


   


 


 


⋯  도하여라.

실  ( ) ⅳ         에 하여 등식       
  

∞

 
   도하여라.

복소함수로의�확장8.9� . 해  함  질  용하  여러 가지 실함  역  복  집합    

할  다 컨  지 함  삼각함  거듭 곱  용하  실  . 에 하여

  cos    sin 

라고 할  다 여  . ( 는 허 단 다 라  실  .) , 에 하여

    cos    sin 

 얻는다 한. 

sin  

   

,  cos  

   

도 도할  다.
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 9 

거리공간

거리공간의�개념9.1� .    가 리드 공간 ℝ   고

    ⋯ ,      ⋯ 

라고 하  .    사  거리는

‖    ‖  



  



  


다.    사  거리       ℝ에 하여 다  립한다.

( ) ⅰ ∀ ∈    ≥ 

( ) ⅱ ∀ ∈       ←→    

( ) ⅲ ∀ ∈      

( ) ⅳ ∀  ∈    ≤     

만  가 집합 고 가  ×   ℝ  함    가지 건   만 시      거

리함수라고 다 집합 . 에 거리함  가 주어      거리공간 라고 다 별다  언  없. 

 ‘가 거리공간 다라고 하  ’ 에 한 거리함 가 주어진 것  여 다.

  사  거리는 리드 공간에 뿐만 니라 거리함 가 주어진  집합에  생각할  다. 

그러므  열린집합 닫 집합 열  극한 함  극한 등에 한 개 도  다 한 공간에  할  다, , , .

유클리드� 거리공간9.1.1� . 리드 공간   ℝ       ⋯ ,      ⋯ 에 

하여

   



  



  


  거리함  가 주어진 거리공간 ℝ  유클리드� 거리공간 라고 다  거리공간  . 보통거리

공간 라고 도 한다.

이산거리공간9.1.2� .  가 집합 고    , 에 하여

    i f   
 i f  ≠ 

  거리함  가 주어진 거리공간   이산거리공간 는 자명한�거리공간 라고 다.

9.1.3�   .       닫 간  에  연  실함 들     라고 하 .  에

 연  함   , 에 하여

   ‖    ‖  sup      ∈  

  거리함    평등거리라고 다.
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열린집합과�닫힌집합9.2� .   가 거리공간 고 ∈ ,      다 과 같  한다.

∙    ∈     

∙ ′  ∈       

∙    ∈    ≤ 

∙ ′  ∈      ≤ 

 가 거리공간 고  , , 가   집합  ∈   다 과 같  한다.

∙ 가   내점 라는 것  ∃      ⊆   미한다.   내 들     내부라고 

고    타낸다.

∙ 가   외점 라는 것  ∃      ⊆    미한다.   들     외부라고 

고 ext  타낸다.

∙ 가   경계점 라는 것  가   내 도 니고 도 닌 것  미한다.

∙         열린집합 라고 다.

∙    ∖가 열린집합     닫힌집합 라고 다.

∙   포함하는 닫 집합  가   것    닫개 는 폐포라고 고   타낸다.

∙ ∀    ′∩ ≠ ∅       집적점 라고 다.   짐 들     도집

합 라고 고  ′  타낸다.

열린집합과 닫 집합  다 과 같  한 질  가진다.

 개  열린집합  합집합  열린집합 다( ) .Ⅰ

한 개  열린집합  집합  열린집합 다( ) .Ⅱ

거리공간 체  공집합  그 공간 내에  열린집합  동시에 닫 집합 다( ) .Ⅲ

거리공간에서의�극한9.3� . 거리공간에  극한  실 계에  극한과 비슷하게 다  .

수열의�극한9.3.1� .   가 거리공간 고     열  ∈라고 하 만. 

∀   ∃∈ℕ ∀∈ℕ      →    

 립하    에 수렴한다고 말하고  →  는 lim
 → ∞

    타낸다.

함수의�극한9.3.2� .   ,  가 거리공간 고  ⊆   가     함 고 ∈ ′ , 

∈라고 하 만. 

∀   ∃   ∀∈        →    

 립하  는 에  에 수렴한다고 말하고 ‘ →     →  는 ’ lim
 → 

    타낸다.
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연속함수9.3.3� .   ,  가 거리공간 고  ⊆   가     함 고 ∈라고 

하 만. 

∀   ∃   ∀∈      →     

 립하  ‘는 에  연속 다라고 말한다’ .  ⊆  고 가   든 에  연  ‘는 에  

연 다라고 말한다 역  든 에  연  함  ’ . 연속함수라고 다.

유클리드�거리공간9.4� . 실 계에  만  극한  여러 가지 질  리드 거리공간에 도 만   다  .

좌표별�극한9.4.1� .  ℝ가 리드 거리공간 고   ℝ  열  ∈ℝ라고 하 각 . 에 하

여   
 

 ⋯ 
,     ⋯ 라고 하  .  →   필 충 건   하  

 연  에 하여 
 →   것 다.

함  극한에 해 도 마찬가지  생각할  다.  ⊆ ℝ 고 가   ℝ  함  ∈ , 

∈ℝ라고 하 한 .    째  라고 하  .     ⋯ ,     ⋯ 라

고 하  .  →     →   필 충 건   →     ≤  ≤    연  에 

하여  →   것 다.

코시�수열9.4.2� .   가 거리공간 고     열 라고 하 만. 

∀   ∃∈ℕ ∀ ∈ℕ      ∧    →    

 립하    코시� 수열 라고 다 리드 거리공간에  열  할 필 충 건  시 . 

열  것 다 러한 에  리드 거리공간  비  거리공간 다. .

긴밀집합9.5� .  가 거리공간   집합 라고 하 만  .   는  열린 개가   는 

한 개  가지    긴밀집합 라고 다.

거리공간에  집합   계 고 닫 집합 다 그러  계  닫 집합  항상 집합  것  . 

니다  들어 보통거리공간 .   ℚ  집합   ∈ℚ   ≤   계 고 닫 집합 지만 

집합  니다.

리드 거리공간 ℝ에 는 주어진 집합  집합  필 충 건  계 고 닫 집합  것 다  . 

리  하이네 보렐�정리- 라고 다.

연결집합9.6� .  가 거리공간 고  ⊆ 라고 하 만    열린집합 .  , 가 재하여  , 

가    만 고  ⊆  ∪    분할된�집합 는 비연결집합 라고 다 그리고 할 지 . 

 집합  연결집합 라고 다.

 , 가 거리공간 고  ⊆      → 가 연 함 라고 하 만  . 가 연결집합  도 

연결집합 다  거리공간에  연 함 는 집합  연결  보 한다. .
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완비공간9.7� .  가 거리공간 라고 하 만  .   든 시 열    에 하    완비거리

공간 는 간단  완비공간 라고 다.

실 계에  마찬가지  리드 거리공간 ℝ에 는 열  할 필 충 건  시 열  것 다. 

그러므  ℝ는 비거리공간 다.

그러  것  든 거리공간에  립하는 것  니다  들어 보통거리공간 .   ℚ  생각해보 . 

연  에 하여        열   리 열 므    열 다 한 .   ℝ

에  시 열 므  ℚ에 도 시 열 다 그러  .   러 상  에 하므    ℚ  

에 하지 는다 그러므  . ℚ는 비거리공간  니다.

거리공간의�완비화9.7.1� . 거리공간    가 비거리공간  닐   ⊆   고,   내에    

 만 시  비  거리공간    만들  다  .   든 시 열   라고 하  . 

  원   ∀   ∃∈ℕ ∀∈ℕ      →      만 시 는 ,   

 동등한 것  간주한다 러한 동등 계  . 라고 하고 동등        생각한다.     원  

 ,  에 하여

   lim
 → ∞

 

라고 하  는  에  거리함 가 다. ∈  고     한  에 하는 경우 

    같  것  생각한다 만  .     어 한 에도 하지   그 체  하

  생각한다 러한 에  . 는    거리공간 다 욱  .  는   시 열  루

어진 집합 므    가 립한다.

범주�정리9.7.2� .  가 거리공간 고  , 가   집합 라고 하 만  .    는 에서�조

밀하다고 말한다 만  . 
 ∅  는 의�어느곳에서도�조밀하지�않다고 말한다.

 ⊆ 라고 하 . 가   어느곳에 도 하지  집합들  가산합집합     ‘는 

에  제� 범주의�집합1� 다라고 말한다’ . 가 에   주  집합  니  1 는 에  제� 범주2�

의�집합 라고 말한다.

 들어 보통거리공간 ℚ는  주  집합 다 냐하  1 . ℚ  
∈ℚ

  다.

한 보통거리공간 ℝ에     주  집합 다 그러  보통거리공간 1 에     주  2 

집합 다 냐하  .   집합  어느곳에 도 하지  것  ∅ 뿐  다 .

처럼 거리공간   주  집합  도 고  주  집합  도 다 그러  공집합  닌 1 2 . 

든 비거리공간 는 에   주  집합 다   2 . 배어(Baire)의�범주�정리라고 다.
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 10 

벡터함수의 미 분

편미분10.1� .   ⊆ ℝ 고 가   ℝ  함  ∈라고 하  .     ⋯ 가 

움직  마다 함 값       ⋯ 도 움직 다  각 .   움직 에 라  

가 어떻게 움직 는지 찰할  므  

 ↦  ,   ≤  ≤ ,   ≤  ≤ 

도 함 다 특    실  실 에 시 는 함 므   함  미  생각할  다. .   

 에   함  편미분계수




  lim

 → 


   

 한다 단. , 는  째 만  고 다     다 한. 




  lim

 → 


  

 한다 에 하  다  등식  립한다. .




  


 


 ⋯ 




전미분10.2� . 실함    가 에  미  가능하다는 것  실   ′가 재하여

lim
 → 


  
  ′

 만 시 는 것  미한다  식. 

lim
 → 


    ′
 

과 동등하다 여  .  ↦  ′는    ′에 시 는 사상 다 그러므  실함  . 가 에  

미  가능하다는 것      타낼  는 사상 가 재하여

lim
 → 


   
 

 만 시 는 것과 같다 것  리드 공간에   함 에도 용할  다. .  ⊆ ℝ 고 ∈

 함  ,    → ℝ가 에  미분�가능하다는 것  ℝ  ℝ  사상 가 재하여 다  

등식  만 시 는 것  미한다.

lim
 → 
  
   

  (1)
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여   (1) 는 ℝ  ℝ  사상 므    행  ×  행 다  행   . 에

   전미분 라고 고   타낸다.

 ⊆ ℝ 고 ∈  함  ,    → ℝ가 에  미  가능하  에    든 계편미 계 가 

재한다 한 . 에    미  하게 재하  미  다 과 같  계산 다.

 














× 

≔








 ⋯ 




⋮ ⋱ ⋮




 ⋯ 









역함수�정리와�음함수�정리10.3� .  가 ℝ  열린 집합  가   ℝ  함  ∈라고 

하  .   det  에    야코비안 라고 다.

가 ℝ  열린 집합  가   ℝ  함  ∈라고 하  . 에    ⋯   

집합   ⋯ 에 하여 생    편야코비안

 ⋯ 


 ⋯ 

≔ det














 × 

 det








a ⋯ 


a

⋮ ⋱ ⋮




a ⋯ 


a






 한다.     경우 편 비  비    동 하다.

편 상 ℝ      ⋯   ⋯      타낸다.

역함수� 정리10.3.1� .  가 ℝ  열린 집합  가   ℝ  함  ∈라고 하 만  . 

가 에     함 고 ≠     원  갖는 열린집합 가 재하여  건

( ) ⅰ 는 에  다,

( ) ⅱ   는 에    다,

각 ( ) ⅲ ∈에 하여          

  만 시 다 여  .     역행  미한다.

음함수� 정리10.3.2� .  가 ℝ    열린집합 고    ⋯    → ℝ가 에     함

라고 하  한 ∈ℝ가 재하여  ∈에       만 시 다고 하 만. 

 ⋯ 

 ⋯ 
 ≠ 

   원  갖는 열린집합  ⊆ ℝ가 재하고 연  미  가능한 함     → ℝ가 

하게 재하여    만 시  ∈에 하여      만 시 다.
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리만� 중적분10.4� .      ×    라고 하 .   
 

 ⋯  

      할

고   
 

 ⋯  

      할  

  ⊗  
   

 × 
    

    ≤  ≤   ≤  ≤ 

   그물선 라고 다.

가 ℝ  계  집합 고 가   포함하는 직사각집합      ∈가   그 라

고 하  그  . 에 한   외합

    
∩ ≠ ∅



 한다  .   변  하는     하한    외체적 라고 다 한 .   체    

집합  조르단�영역 라고 다 단 역  체  . 체적 라고 다.

가 ℝ  단 역 고    → ℝ가 계  함  가 직사각 집합 고  ⊆ 라고 하 . 

한     ⋯ 가   그 라고 하 그리고 . ∈ℝ∖에 하여    라고 하 . 

   상합과 하합  다 과 같  한다.

∙ 에  그  에 한   상합 :    
∩ ≠ ∅

 ,    sup
∈

.

∙ 에  그  에 한   하합 :    
∩ ≠ ∅

 ,    in f
∈

.

한 상 과 하  다 과 같  한다.

∙ 에    상적분 : 




   in f


 .

∙ 에    하적분 : 






   sup


 .

에    상 과 하  같  그 값  , 에    리만�중적분 라고 고 다 과 같  타낸다.




  는    


  는    


  

 ≥    ℝ에  도 같   한다 특  .     에는   다 과 같  타

낸다.




  는    


  는    


  

반복적분10.5� .      ×   고    → ℝ가 계  함  











   ,  









   

 반복적분 라고 다.
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만  각 ∈  에 하여  ⋅가  에  리만  가능하고 각 , ∈  에 하여 ⋅ 

가  에  리만  가능하  가 에   가능하  다  립한다.




   









     









   

  푸비니의�정리라고 다.

비니  리는    다 만  집합 . 가 단 역 고 실  ,    실함  , 가 

재하여       ≤  ≤   ≤  ≤   타낼       사영� 가능� 영역- 라고 

다.  사영�가능�영역- 도     꾸어 마찬가지  한다 만  . 가 에   연  실함

 다  립한다.




   





 

  

   

중적분의� 변수변환10.6� . 실함      에  가     함  고   ,     

    다 과 같  계산 다.






   




′ .

에 도  비슷한 리가 다.

가 ℝ  열린집합 고    → ℝ  에  연  미  가능한 함 라고 하 만  . 

에   ≠  고 가 단 역  ⊆  고  ∘ 가 에   가능하  가 에   

가능하  다  등식  립한다.


 

   


   

곡선과� 곡면10.7� .  ℝ에   닫 간에 만 했지만 ℝ에    복 한 역에  

 해  한다 직  . ℝ  집합  차원   것  곡 차원   것  곡 라고 1 , 2

다.

곡선10.7.1� .  ℝ  집합 가    곡선 라는 것    갖는 간     ℝ  

   함     → ℝ  재하여 는  에  함 고      것  미한다  .   

   매개변수화라고        자취라고 다 한 등식 .    , ∈,  ≤  ≤ 

   에 하여 도  곡    매개변수�방정식 라고 다.

   곡  가 호라는 것  가 매개변      가지  는 가  닫 간      

타 는 것 다  .       끝점 라고 다 한   같   . 닫힌호 는 닫힌

곡선 라고 다.

  가    곡    매개변 라고 하 .  가 ∈에  매끄럽다는 것  ′≠   것  
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미한다.  가 매끄럽다는 것   가   든 에  러운 것  미한다  . ′   에 

하여 도    라고 다. 가 매끄러운� 곡선 라는 것  가 매 러운 매개변  갖는 

것  미한다 단 만  . , 가 닫    매개변    에 하여 ′  ′  가  

만 시  한다.

    매개변   ,  가 매끄럽게�동등하다는 것   매개변 가 동 한 곡  매 러운 

매개변 고    함     → 가 재하여    ∘ ,      ∈에 하여 

′≠   만 시 는 것  미한다.

 매개변      가 방향동등 라는 것   매개변 가 매 럽게 동등하고 들  함

    → 가  ∈에 하여 ′    만 시 는 것  미한다 만  향동등  니  . 

향  다라고 말한다‘ ’ .

곡면10.7.2� . 집합    ⊆ ℝ  차원 역 라는 것  공집합  니고 열린집합  연결집합  차원 

단 역 가 재하여     만 시 는 것  미한다.

 ⊆ ℝ     곡면 라는 것  차원 역 2   에    고  에   함     → ℝ

 재하여     만 시 는 것 다  .            매개변수화라고  

      자취라고 고 등식

    ,     ,     ,   ∈

   에 해 도    매개변수�방정식 라고 다.

곡  가  에  양함수로� 정의된� 곡면 라는 것  가 차원 역 고 2  에     함  

   → ℝ가 재하여 가      는      는      그래프  는 것  

미한다.

가    곡 고 매개변      가진다고 하 그리고 .   ∈ 라고 하 만  .  

     함  리에 하여   에    편 비    닌 것  하  상 재한

다  만  당한 .  ≠ 에 하여

  
  ≔ 

  
  ≠    (2)

 함  는    곡   가 재하여    ≔   ∈⊆   만

시 다 함   미  가능한 곡  평  가지므 만  당한 . ,  ≠       

  에 하여 가 립하  (2) 는    에  평  가진다.

   곡  가 매개변      가질 곡    ,  에  

  ≔   ×   

 타낸다.  ≠   당한  , 에 하여 가 립할  (2)      에� 의해� 유도된� 법벡터라고 
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다.    가 함   곡 고 가 한 매개변          

립한다.

곡 과 마찬가지  곡 도 매 러운 질  할  다.   가    곡  매개변 라고 하 . 

  가   ∈에  매끄럽다는 것     ≠   것  미한다.   가 매끄럽다는 것  

  든 에    가 매 러운 것  미한다.   가  ⊆   밖에서�매끄럽다는 것    

가 ∖에  매 러운 것  미한다.

곡  가 매끄러운�곡면 라는 것  각  ∈에 하여   매개변    가 재하여  매개변

가   에  매 럽고       만 시 는 것  미한다.

   매개변       가 매끄럽게�동등하다는 것  들   동 한 곡  매 러운 매개

변 고    에     함  가 재하여   ∘     ∈에 하여 

 ≠   만 시 는 것 다  .       추이함수라고 다.

매 러운 곡        에  매개변    에 하여 도  단위법벡터

n       

   

 한다 여  .              다  단  . n    ,   

          만 시 는     ∈에 하여

   

   
   

   
≠ 

 에만 다 것  . 가 에  매 러운 함  에만 가능하다 그러  만  . 가 에  

함 가 니    가 매 러운 매개변 지라도 n  지   다.

곡  가 방향을� 가진다는 것  가 매 러운 매개변      가지    는   각 에  

단  n  하  결 하고   들  역  하는 단 함  n  에  연  것  

미한다.

가 향  가질  n     지하  곡   에  연  움직 므    든 단

는 곡  쪽만  향하거  는  곡  쪽만  향하게 다 라  . n  향하는 향  

 양의�방향  할  다.

 매개변       가 방향동등 라는 것  들  향  가진 동 한 곡  매개변 고 

함  에 한 매 럽게 동등하    ∈에 하여      만 시 는 것  미

한다.

선적분과�면적분10.8� .  역  곡   라고 고  역  곡     , 

라고 다 과  각각 피 함 가 실함  경우  함  경우  누어 . 

다.
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선적분10.8.1� .  가 ℝ  매 러운 고    매개변  가지 ,    → ℝ가 연  함

라고 하  .  에    선적분  다 과 같  한다.




  ≔


′ 

ℝ  집합 가 조각마다� 매끄러운� 곡선 라는 것  한 개  매 러운 곡 들  어    만들 

 는 것  미한다  한 개  매 러운 곡 들 . 가 재하여   ∪  
  고  ≠      

는 많  하  에  만 는 것 다.

  ∪  
 가 각마다 매 러운 곡 고   매 러운 매개변    라고 하  .   

들     매개변수화라고  식  ∪  
     타낸다 각마다 매 러운 곡  . 

  매개변  ∪  
     ∪  

   가 매끄럽게�동등하다는 것  각 ∈ ⋯ 에 하

여       가 매 럽게 동등한 것  미한다  . 가 각마다 매 러운     길

이

≔
  



 

 하 ,  에  연 함     → ℝ  선적분




  ≔ 
  






 

 한다.

가 ℝ  매 러운 곡 고 단  T  가진다고 하 한 .  가   매 러운 매개변 라

고 하 .    → ℝ  연 함  ,   는   유향선적분  다 과 같  한다.




⋅T ≔


⋅ ≔


⋅′

향  향 라고 도 한다.

면적분10.8.2� .  가 매 러운    곡 고   가   매개변 라고 하 .

( )ⅰ   넓이  다 과 같  한다.

 ≔


    

( )ⅱ    → ℝ가 연  ,  에    면적분  다 과 같  한다.




  ≔


      

매 러운 곡 에   개  하  하여 각마다 매 러운 곡  한 것처럼 매 러운 

곡 에   개  하  하여 각마다 매 러운 곡  해  한다 그 에   . 

곡  쪽에 는 경우  경계 에 는 경우  하 .
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가 ℝ     곡 라고 하 곡    .    ∈에 하여    에  곡   어느 

향 든 어도  움직     ‘   는   내부에 다고 말한다 그리고 ’ .   내 에 

는 들   Int  타낸다 한 .   다양체경계   ≔ ∖Int  한다 다 체경계  간. 

단  경계라고도 다 한편 집합  경계  곡  경계  하  하여 집합 . ,   경계 ∖   위

상경계(topological boundary)라고 다  책에 는 곡 에 해 는 다 체경계만 사용할 것 고 . 차원 

역에 해 는 상경계만 사용할 것  에 동  가능  없다.

집합  ⊆ ℝ  조각마다� 매끄러운� 곡면 라는 것  매 러운 곡 들 가 재하여   ∪  
  , 

 ≠     , 에 하여 ∩는 공집합 거    경계  가   경계   겹 는 것

 미한다  편  하여 .    개  집합  공집합 거  한집합  경우만 허용하는 것

 한다 만  그 지  곡  리  라 여러  신과 겹쳐질   다. .

  ∪  
 가 각마다 매 러운 곡 라고 하  .   매 러운 매개변    들   

  매개변수화라고  식 는 것      ∪  
     타낸다 곡  .    매개

변  ∪  
     ∪  

   가 매끄럽게� 동등하다는 것     , , ⋯ , 에 하여 

      가 매 럽게 동등함  미한다. 들  경계  에   겹쳐지지 는 것들만  

 집합    경계라고 고   타낸다 곡  .   넓이

  
  



 

 하 , 에  연  실함    면적분




   
  




 

 

 한다.

가 향  가진 곡 고 매개변    에 해 도  단  n  가진다고 하  .  에

 연 함     → ℝ  유향면적분  다 과 같  한다.




⋅n  ≔


 ∘  ⋅    

다변수� 미적분의� 기본정리10.9� . 실함    가    포함한 열린 간에     미  본, 

리에 하여

   




 ′ 

가 립한다  간 .  에  ′      에    함 값에 하여 해진다.   차2

원 는 차원  꾸고 간 3    차원 는 차원 역  꾸어도  비슷한 결  2 3

얻   다.
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그린의� 정리10.9.1� . 가 차원 역 고 2 가   상경계   향  주어진 각마다 매 러

운    곡 라고 하 만  .  , 가   ℝ     함 고      다  등식  

립한다.




⋅T  




 

 

발산� 정리10.9.2� .  가 ℝ  집합 고        → ℝ  에     함 라고 하

 .   회전  다 과 같  한다.

curl ≔ 





 


 


 


 

 
한   발산  다 과 같  한다.

div ≔









가 향  가진 곡 고 가 각마다 매 러운 곡 라고 하 .   향  용하여   향  

할  다  .    향  결 하는 단  n  향   오른손�법칙에 라  

향  주  그  같  향  곡    향  할  다 그러한 .   향  양의�방향 는 오른손�

방향 는  의�방향에�의해�유도된�방향 라고 다.

가 ℝ  집합   단  n      향에 해 도    향  양의� 방향 라고 

다. 가 단 닫 곡  경우  도    쪽에  내 다본다  시계 향  주어  는 

다 하지만 만  . 가 쪽에  가진다   경계 에는 시계 향  주어지게 다.

가 차원 역 고 상경계 3 가 각마다 매 러운    곡   향  주어 다고 하 만  . 

   → ℝ  에     함  다  등식  립한다.




⋅n   


div 

스토크스의�정리10.9.3� .  가 ℝ  향  가진    곡 고 각마다 매 러우  단  n  가

진다고 하 만  .   다 체경계 가 각마다 매 러운    곡 고  향  주어   

   → ℝ     함  다  등식  립한다.




⋅T   


curl ⋅n 


